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Kapitel 1

Beispiele von NDOA

1.1 Einleitende Bemerkungen

Wir sagen, daf} eine mathematische Optimierungsaufgabe im R™ gegeben ist,
wenn gegeben sind

ScR®
f:S—=R

und gesucht ist ein Z € S, so dal f(z) < f(z), Vo € S.

Uns interessiert der Fall, dal f konvex, aber im allgemeinen nicht in jedem
Punkt von S differenzierbar ist. In der Regel werden wir den Fall zulassen,
dal S auch iiber nichtdifferenzierbare Funktionen g; definiert ist, z.B. nach
S={zeR":g(x) <0,i=1,2,..,m}. Wir beschrénken uns aber auf den Fall
der Kovexitit von S. Aus Griinden wie sie z.B. aus den Beispielen der Abschnitte
1.7 und 1.8 folgen, wollen wir bewuflt den Fall nicht von vornherein ausschlieflen,
dal SNdomf # S, d.h. die Moglichkeit, daf§ die Funktion f in gewissen Punkten
x € S nicht definiert ist, soll erlaubt sein. Auch die Moglichkeit, dafl f in
Punkten = € S\ ri domf unstetig ist, werden wir unter Umstéinden zulassen.

Nichtdifferenzierbare Funktionen entstehen meist in Verbindung mit einer
Maximums - oder Minimumsbildung iiber einer Schar von (héufig glatten) Funk-
tionen, also iiber eine Hiillenoperation (obere bzw. untere Einhiillende der Funk-
tionenschar). Wie ein Blick auf die unten folgenden Beispiele zeigt, haben die
entstehenden Einhiillenden héufig die Eigenschaft, auf Teilmengen der Dimensi-
on kleiner oder gleich (n — 1) von domf nicht differenzierbar zu sein. Das Wort
"nichtdifferenzierbar” soll also nicht mit ”"nirgendwo differenzierbar” interpre-
tiert werden.

Betrachten wir zu Beginn einige einfache Beispiele (n = 1) nichtdifferenzier-
barer Funktionen.



Es sei

12r-

101

KAPITEL 1. BEISPIELE VON NDOA

filz) = max{%,:ﬁ},
fa(z) = |z| = max{z, —z},
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In weiteren sollen einige Beispiele von nichtdifferenzierbaren Optimierungs-
aufgaben (NDOA) betrachtet werden.

1.2 T-Approximation

Es sei M C R™, f: M — R und die Funktion f solle iiber der Menge M
bestmdoglich im Sinne der Tschebyscheff-Norm durch eine Linearkombination
von gegebenen Basisfunktionen g;, ¢ = 1,2, ..., m, approximiert werden.

Wir setzen h(z) = max{|f(y) — > v, z:9:(y)| : y € M}. Die formulierte
Zielstellung fithrt dann auf die Optimierungsaufgabe (OA)

e { (T

Fiir jedes konkrete y € M sind
fly) - Z z:9i(y)
i=1

und

—f(y) + i zigi(y)

affin-lineare Funktionen in z. Deshalb sind (vgl. Satz 2.25 der Grundvorlesung
”Optimierung I”) sowohl

() = max{ F) = 3 wig()}

yeM
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als auch

ha(z) = L%E}\}({—f(y) + ingi(y)}

konvexe Funktionen und damit ist auch h(z) = max{h;(z), ho(x)} eine konvexe
Funktion. Es sei h(zx) = h;(z). Immer dann, wenn hi(x) = ha(z) oder bei
hi(xz) # ho(z) das h;(x) nicht eindeutig auf einem y realisiert wird, ist zu
vermuten, dafl x eine Nichtdifferenzierbarkeitsstelle von h ist (insbesondere wenn
M eine diskrete Menge ist).

1.3 Exakte Strafen

In einigen Anwendungen der Optimierung mochte man sich von gewissen
Nebenbedingungen befreien, indem man ihre Verletzung in der Zielfunktion mit
einer Strafe belegt. In diesem Zugang ersetzt man die Ausgangsaufgabe

f(x) — min
(OA){ gi(x) <0,i=1,2,....m
reP

durch die Aufgabe

o 1y

wobei

r; > 0, passend gewihlte Konstante,: = 1,2,...,m

{ F(z):= f(z)+ >, r; max{0, g;(x)}

Unter gewissen Regularititsvoraussetzungen kann man zeigen, daf alle lokal-
optimalen Losungen von (OA) auch lokal-optimal in (E) sind. In gewissen Fillen
gelingt es zu zeigen, daf§ die optimalen Losungen von (OA) und (FE) iiberein-
stimmen(vgl. Satz 775.1 in diesem Skript). Wenn f und g; konvex sind, dann ist
F ebenfalls konvex (vgl. Sitze 2.24 und 2.25 der Grundvorlesung ” Optimierung
I”).

1.4 n-Personen-Spiele

In der nichtkooperativen Spieltheorie wird das sogenannte Nash-Gleichgewicht
als Losungskonzept diskutiert. Hier sind die Strategienmengen S;,i = 1,2, ..., n,
der Spieler und ihre individuellen Gewinnfunktionen H; : S1 x Sy x ... x S,, — R,
i =1,2,...,n, gegeben und gesucht wird ein Punkt z = [Z1, Z2, ..., Z,] € [}, S,
so daf fiir i = 1,2,...,n gilt

Hi(Z) > Hi(T1,..s Tim1, Tis Tip1, -or Tn), V5 € S

In vielen Fillen 148t sich das Aufsuchen solch eines Punktes Z auf das Losen
von Optimierungsaufgaben zuriickfiihren.
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Im Falle der sogenannten 2-Personen-Nullsummenspiele (n = 2, Ha(x1, 22) =
—Hi(x1,22)) 1d8t sich z = [Z1,Z2] (wenn seine Existenz gesichert ist) durch
Losen der beiden Optimierungsaufgaben

r1 €51 To € Sy

(P1) { i(ma) —max g (pQ){ f2(22) — max

berechnen. Hierbei bezeichnet

fl(.’ltl) = min{Hl(.’El,,Tg) X9 € Sg}
fQ(SL'Q) = min{Hg(wl,xQ) X € Sl}
(P1) und (P») sind NDOA.

Wenn die S; konvexe Mengen sind und H; bzgl. x5 konvex iiber So und bzgl.
x1 konkav iiber S ist, dann sind (P;) und (P2) konvexe Optimierungsaufgaben.

1.5 Ungleichungssysteme

Gegeben seien S CR"™, f; : S —> R, i =1,2,...,m.
Gesucht sei eine Losung des Systems

(U){ i“(éc)sg 0,i=1,2,....m

Wir setzen f(z) = maxi<i<m, max{f;(z),0} und betrachten das Ersatzproblem

(E) f*=inf{f(z):z e S}

(E) ist eine konvexe NDOA, wenn S eine konvexe Menge und die f; auf S
konvexe Funktionen sind. Wenn f* > 0, dann ist (U) inkonsistent. Wenn f* = 0
und z* eine optimale Losung von (E) ist, dann liefert «* eine Losung von (U).

1.6 Mehrzieloptimierung

Gegeben sei eine Menge S C R™ und m Zielfunktionen f; : S — R, ¢ =
1,2,...,m. Gesucht ist eine Losung der Aufgabe

f1(z) — min

fa(z) — min
(MZ)q

fm(z) — min

reS.

In der Theorie der Mehrzieloptimierung werden verschiedene Zugénge disku-
tiert, die ndher kliren, was man als Losung von (M Z) ansehen konnte.
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‘Wenn wir setzen

fi =sup{fi(z) :x € S}
£ =int{fi(z):x €S}
oy file) =
f@) = max fi(o)

dann ist

(El) { i(g)sﬂ min

eine sinnvolle Ersatzaufgabe fiir (M Z). In ihr sind die f; skaliert und bzgl. der
MafBeinheit (Geld, Gewicht, Stiickzahl, ...) untereinander vergleichbar.

Eine weitere weit akzeptierte Moglichkeit, fiir (M Z) ein Ersatzproblem zu
definieren, benutzt den Zusammenhang zwischen den sogenannten effizienten
Losungen von (M Z) und den optimalen Losungen von

(£2) o(y) = min{z yifi(w) 1 v € S}.

Hier seien y; > 0, y2 > 0, ..., ym > 0 gewisse (fixierte) Wichtungsfaktoren mit
iy =1

Da die Wahl dieser Faktoren sich hiufig problematisch gestaltet, kann man
folgenden (pessimistischen) Standpunkt einnehmen: Wir geben uns eine Menge
YCc{yeR™:y>0,>",y; =1} vor und 1sen das Problem

(3) { £

genauer: Wir starten einen Dialog zwischen dem Entscheidungstriger (der Y
wihlt), und dem Computer (der (E3) 16st). Im Ergebnis dieses Dialogs kann ein
Kompromiss in der Wahl der Gewichte y und der zugehorigen Losung z* von
(E2) gefunden werden.

Wir wollen noch eine Moglichkeit betrachten, fiir (M Z) ein Ersatzproblem
einzufithren. Hier hat der Entscheidungstriger obere Schranken z; auf die er-
laubten Werte der i-ten Zielfunktion, ¢ = 1,2, ...,m, zu fixieren. Bei gew#hlten
Gewichten y;, i = 1,2, ...,m, (z.B. nach Lésen von (E3)) wird die Aufgabe

(B4) ¥(2) =min{)_yifi(x) 1z €S, fi(w) < 21,0 = 1,2,...,m}
=1

gelost. Wenn man hier die Schranken nicht exakt fixieren mdochte, sondern aus
einer Menge Z C R™ wéhlen will, so ist die Aufgabe (optimistischer Stand-
punkt)

(E5) { ¥(z) — min

z € Z,
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sinnvoll. Auf der Basis von (E5) ist wiederum ein Dialog zwischen dem Z
wihlenden Entscheidungstriger und dem (E5) lsenden Computer méglich.

Wenn die f; konvexe Funktionen und S, Y, Z konvexe Mengen sind, dann
sind (E1), (E3), sowie (E5) konvexe NDOA.

1.7 Duale Dekomposition

Gegeben sei die Optimierungsaufgabe

f((x)) —>0min

x) <

04§ 1) =0
reP

mit PCR", f:P—-R, g:P—-R™ h: P — R4
Thr kann man die Lagrange-Duale

(u,v) — max
(D){ <p[u7v] €Q

zuordnen, wobei

o(u,v) = inf{f(z)+ < u,g(x) >+ < v,h(z) >z € P}
Q = {[u,v] € R x R?: ¢(u,v) > —o0}.

In einigen Losungsverfahren der Diskreten Optimierung sowie bei groflen struk-
turierten Optimierungsaufgaben nutzt man hiufig die Moglichkeit, durch Losen
von (D) wertvolle Information iiber (OA) zu gewinnen.

(D) ist stets eine konvexe NDOA.

1.8 Primale Dekomposition

Gegeben sei eine Optimierungsaufgabe, in der die Unbekannten in 2 Gruppen
z und y aufgeteilt sind:

f(x,y) — min
g(z,y) <0
(O hia.y) =0
reX,yeyY
wobel
f: XxY—=R

g: X xY —->R™
h:XxY —R"
X CRP)Y C RY.

In strukturierten Aufgaben (O A) kann es sinnvoll sein, (OA) in einem 2-Ebenen-
Zugang einer Losung zuzufiihren.
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Auf der unteren Ebene werden fiir fixierte y Teilaufgaben (T")

(T) ¢(y) = inf{f(x,y) : g(x,y) <0,h(z,y) = 0,2 € X}

bearbeitet, wihrend auf der oberen Ebene die mit (OA) dquivalente Aufgabe

¢(y) — min
(E){ y € Y Ndomy

bearbeitet wird.
(E) ist eine NDOA, die eine konvexe Aufgabe ist, wenn X und Y konvexe
Mengen und f, g iiber X x Y konvexe Funktionen sind und A affinlinear ist.

1.9 Abschlielende Bemerkungen - Erweiterte kon-
vexe Funktionen

Wie eingangs bereits hervorgehoben, wollen wir nur konvexe NDOA betrach-
ten. Es soll aber erwéhnt werden, daf alle nachfolgenden Abschnitte (Subdif-
ferentialrechnung, Optimalitdtskriterien, Losungsverfahren) auch fiir Aufgaben
mit Funktionen, die eine Oberklasse der Menge der konvexen Funktionen bilden,
den sogenannten lokal Lipschitzstetigen Funktionen, betrachtet werden kénnen.

Wir wollen hier fiir das weitere noch einige Begriffe aus der konvexen Analysis
vereinbaren.

Definition. Es bezeichne R := R U {400} die um das Element +oo erwei-
terte reelle Achse. Unter f : R” — R werde verstanden, daf in einem konkreten
Punkt z € R™ der Funktionswert f(z) entweder eine endliche reelle Zahl oder
das Element +o0 ist.

Fiir solche f bezeichne

domf = {z € R": f(z) < o0}
den sogenannten eigentlichen Definitionsbereich von f.

Bemerkung. 1. Wenn domf # @, dann sagen wir, dafl f eine eigentliche
Funktion ist.

2. Es sei hervorgehoben, dafl die oben betrachteten Funktionen f in keinem
Punkt des R™ den Wert —oo annehmen sollen.

Das 148t aber immer noch die Moglichkeit offen, dafl inf{f(x) : z € R"} =
—00.

3. Der Fall, da8 f nur auf einer Menge S C R™ eingefiihrt wurde, also z.B.
f 8 — R, ist stets auf den oben betrachteten Fall riickfithrbar.

So ist die Aufgabe
{ f(x) — min

reSs
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mit f: S — R, #quivalent mit der Aufgabe

F(z) — min
r € R™,

wenn wir setzen

| fl®),xzeS
F(z) = { +oo,z ¢ S.

Fiir Funktionen f : R™ — R ist es iiblich, von einer konvexen Funktion zu
sprechen, wenn aus z, y € R™ und A € [0, 1] stets folgt, dafl

FO+ (1= N)y) < M)+ (- N)f(y). (19.1)
Wir wihlen fiir f: R” — R eine vollig analoge Definition.

Definition. Es sei f : R® — R eine eigentliche Funktion. Wir sagen, daf f
im R™ konvex ist, wenn aus z, y € R” und A € (0, 1) stets folgt, daf (1.9.1) gilt.

Bemerkung. 1. Wenn bei einem A € (0,1) gilt f(Ax + (1 — N)y) = +o0,
dann muf nach (1.9.1) bei konvexem f wenigstens einer der Werte f(x)
und f(y) gleich 400 sein.

2. Bei konvexem f : R” — R kann in (1.9.1) nach unseren obigen Verein-
barungen nie ein unbestimmter Ausdruck der Art 0 - co oder +00 — oo
entstehen.

3. Wenn in spéteren Manipulationen mit konvexen f,g : R” — R ein Aus-
druck der Art 0- oo bzw. oo - 0 oder +00 — co entsteht, dann wollen wir
per Definition die ersten beiden als 0 und den letzten als undefiniert in-
terpretiert wissen.

4. Uberzeugen Sie sich, daB nach unseren Vereinbarungen aus f : R — R, f -
konvex, stets folgt, dafl dom f eine konvexe Menge ist, d.h aus x, y € dom f
und A € [0, 1] folgt fiir solche f stets (Az + (1 — N)y) € domf.
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Kapitel 2

Subdifferentialrechnung
konvexer Funktionen

2.1 Existenz der Richtungsableitung
Definition. Es sei f : R” — R. Sei x € domf, sei r € R”. Wenn

i @+ ar) = f()
a—+0 6]

existiert, dann sagen wir, daf§ f in z in Richtung r richtungsableitbar ist. Die
Zahl

heifit Richtungsableitung von f im Punkte x in Richtung 7.

Bemerkung. 1. In der Bezeichnung f’(z;r) schreiben wir ein Semikolon
zwischen dem Punkt und der Richtung.

Jlatar)=f(z)»

2. Was bedeutet "limq,_, ¢ existiert? In Anwendung auf unse-

ren Fall kénnte man es so ausdriicken:
Es existiert eine (endliche) Zahl f'(x;r) € R, so daf zu beliebigem € > 0
und beliebiger Folge {a}52, mit o, — +0 bei & — oo gilt: Es existiert

ein kg, so daf
flz+agr) — f(x)
ag

| = [zl <e,

wenn nur k > kg.

3. Wenn z € int domf und f in z differenzierbar ist, dann existiert f’(z;r)
fiir beliebiges r € R™ \ {0} und es ist

fllx;r) =< Vf(x),r>.

17
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Beweis. Da f in x differenzierbar ist, so gilt

[z +u) = @)= <Vf(x),r>

im = 0.
llull =0 [[u
Mit u := « - r erhalten wir
lim flx+ar)— f(z) —a< Vf(z),r > —0,
a—-+0 aofr|l
woraus sich ergibt
fim L@ =F@) Gy s
a—+0 o

O

4. Welcher Zusammenhang besteht zwischen Richtungsableitung und parti-
eller Ableitung? Wenn f : R®™ — R in x die i-te partielle Ableitung %
besitzt, d.h. der Grenzwert

flx + ae?) — f(x) — a_agy)
lim z

=0 2.1.1
a—0 |Oé‘ ( )

existiert, dann existieren auch die beiden Richtungsableitungen f’(z;e?)
und f/(z; —e) und es gilt

. of(x

(e! bezeichnet den i-ten Einheitsvektor (0, ...,0,1,0,...,0) € R").
Beweis. Nach (2.1.1) existiert

i f@+ae) — f@)
a——+0 o

; soh 2f(@)
und ist gleich =5~~.

i

Auflerdem existiert nach (2.1.1)

fz+ae’) — f(z) — oS
lim z
a——0 |OZ‘
und ist gleich Null.
Mit der Substitution « := —« existiert damit

flz —ac)) - f(x) + a2
lim :
a—+0 | — Oé|
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und ist gleich Null, d.h. es existiert

i @+ a(=¢) = [(@)

a—+0 o

; : of(x)
und ist gleich B Tt ]

5. Wenn f in x differenzierbar ist, dann ergibt sich die Behauptung von 4.
unmittelbar aus der Formel der 3.Bemerkung fiir » = %e’, weil in diesem
Fall v f(z) = [af(fr) 9f(z) 8f(ﬂﬁ)]_

Oxy ' Oxg " Oz,

6. Wie steht es mit dem umgekehrten Zusammenhang zur 4.Bemerkung?

(a) Wenn f’(z;e’) existiert, heiBt das noch nicht, dafi auch f'(x;—e?)

existieren mufl und schon gar nicht, daf3 %g(f) existieren muf.

Erstes Beispiel: Sei f : R? — R, wobei

o= (A=

151

0.5
m f

15 I I I I )
-15 -1 -05 0 0.5 1 15

Sei 2% = [-1, —1].

f'(z%e!) = lim

a—+0 [e%

_ 2 _1)2 _((_1)2 _1)2
e (C1H02 4 (12— (<12 (-1)?)
a—+0 [e%

2

-2
— lim & S
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d.h. f/(2%et) existiert.

(2% —eh) = lim

existiert nicht.
Nach der 4.Bemerkung kann dann auch aaf—igf) nicht existieren.

Zweites Beispiel: Wir betrachten f : R! — R, wobei

r@={ T 120

—2z, <0

F0iel) = tim LOFD=FO a0y
a——+0 o a—+0 Q
— _ 200 —
f'(0;—e*) = lim F0=a) = §(0) — lim =2 0_ 2,
a—+0 Q a—+0 «

d.h. f(0;e) und f/(0; —el) existieren, aber f/(0;el) # —f/(0; —el).
Deshalb kann nach 4.Bemerkung 9/() nicht existieren.

Oz
(b) Wenn aber sowohl f/(z;e’) als auch f/(z; —e’) existieren und dabei
gilt f'(z;e') = —f'(z;—e'), dann existiert auch %ﬁf_) und es gilt

of (x i
o) — f(asel).

Uberpriifen Sie diese Behauptung, indem Sie die Definition von ag,_if)
ausnutzen.

7. Man soll nicht denken, daf§ aus der Existenz von f'(x;r) Vr € R™ folgt,
da f in z differenzierbar ist (d.h. V f(x) existiert).

Beweis. Sei f:R! — R mit f(z) = |z|. Es existiert f/'(0;r) Vr, aber f/(0)

existiert nicht.
rheon o, >0
(f(o’r)_{—r, r<0>'
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Zu den niitzlichen Eigenschaften konvexer Funktionen gehort, dafl sie rich-
tungsableitbar sind. Zur Herleitung der exakten Aussage wollen wir nun iiber-
gehen.

Fiir z € domf und r € R”™ setzen wir

f(@+ar) - f(@)

(0%

P(a) =

() ist der Anstieg der Sekante durch die Punkte [Z, f(Z)] und [Z + ar, f(Z +
ar)], wenn ||r|| = 1.

2
18-
161
14r

L2r Sekante

()] \

1h

0.8

06 [x+a r,f(x+a )]

0.4

0.2
X

I I 1

x+ar 1 15 2

0 . . . .
-2 -15 x-1 -05 0 05

Nach der Definition der Richtungsableitung haben wir: f/(Z,r) existiert ge-
nau dann, wenn lim,_, 1o ¢ («) exisiert. Im Existenzfall ist

f(z,r)= lim 9(a),

a——+0
unabhéingig davon ob ||r|| = 1 gilt oder nicht.

Satz 2.1. Sei f : R* — R eine eigentliche konvexe Funktion. Sei T €
ri domf, r € Lin domf. Dann gilt

1. Y(«) ist auf
A={a:a>0,(+ ar) € domf}

monoton nichtfallend und nach unten beschrankt.
2. f'(z,r) existiert und es gilt

f(z,r) <y(a),Va e A,
(2,1 = int w(a).
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I” wiederholen (gleich in Anwendung auf die hier verwendeten Mengen).
aff domf = {Az+ (1 — Ny :z,y € domf, A € (—o0, +00)}.

Nach Hilfssatz 2.4 der Grundvorlesung existiert eine Matrix 2 vom Typ
[m,n] und ein Vektor b € R™, so daf§

aff domf = {z € R" : Az = b}.
Per Definition ist dann Lin domf = {z € R™ : 2z = 0}.

ri domf = {x € domf : Je > 0, so daf aff domf NU.(x) C domf}.

. Da Z € ri domf und r € Lin domf, so ist (Z + ar) € domf, wenn nur
a > 0, a - geniigend klein ist. Folglich ist A # ().

Seien nunmehr a, o’ € A, wobei 0 < o < . Dann ist 0 < %5 < 1 und aus
der Konvexitdt von f folgt

< (1= 5)f@) + 5 f@+ar)
Daraus ergibt sich
Jeran) o - Lyp@) + 2 r@ + o),
d.h.
[(@+ar)— f&) _ [(@+alr) — [(3)

a - o ’

was
P(a) < P(a’) (2.1.2)

bedeutet.

Somit ist ¢ monoton nichtfallend auf A. Damit existiert lim,— 1o ¥ (),
d.h. f/(Z;r) existiert, wenn nur () > const, Voo > 0.

Nach (2.1.2) ist limy— 40 ¥ (@) = inf 50 ¥ ().

. Es bleibt zu zeigen, daf inf,~o (@) > —o0.
Sei o € A, « - fixiert.

Wir setzen B := {8 : 5 < 0,% + fr € domf}. Da mit r € Lin domjf auch
(—r) € Lin domf, so ist (in Analogie zum Beginn von 1.) B # (.

Wir wihlen 0 € B, (§ - fixiert.

1. Wir wollen zuerst einige Begriffe aus der Grundvorlesung ” Optimierung
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Wir haben 0 < 225 <1, (z+ar) € domf, (z+fr) € domf und aufgrund
der Konvexitéit von f ist

o B
T)= T+ pr)— T+ ar
f(@) f(a_ﬁ( pr) —B( )
< i+ pr) - 2 f(a+an
Daraus erhalten wir nach Multiplikation mit aa—fﬁﬁ <0
1 1., f(z+ Br flz+ar
(- Lypayx LELI0 _JEtan)
g a B o
d.h.
P(B) < ¢(a). (2.1.3)
Da a € A beliebig, so gilt
<
$(B) < nf ¥(a),
was zu beweisen war.
O
Bemerkung. 1. Im allgemeinen koénnen wir die Forderung z € ri domf

nicht durch & € domf ersetzen.

Beweis. Sei

+o00, sonst.

f(m)_{ —V1-22-1<z<1

Hier ist domf = [-1,1], ri domf = (—1,1), Lin domf = R.
f

151

05

-051-

-15 L 1 1 1 |
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15
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Sei Z = +1, r = —1. Dann ist Z € domf, aber Z ¢ ri domf.
Wir haben

o) LT 0r) = (@)

_—V/1I-(0-0a)-V1-1?
-2 -«

= ——— — —0

va

bei & — +0. Folglich ist inf,~o{9(a)} = —o0, d.h. f(Z;r) existiert nicht.
O

2. Wenn wir in obigen Beispiel Z ¢ domf wihlen, dann ist (Z + ar) ¢ domf
fiir || gentigend klein und («) ist nicht definiert, d.h. f/(Z;r) ist nicht
existent.

Folgerung 2.2. Sei f: R™ — R, f im R™ konvex. Dann besitzt f in jedem
Punkt T € R™ in jeder Richtung r € R™ die Richtungsableitung f'(Z;r).

Beweis. domf = R™ und Satz 2.1 ergeben die Behauptung. U

2.2 Das Subdifferential einer konvexen Funktion

2.2.1 Begriff des Subgradienten

Aus dem Abschnitt iiber differentielle Eigenschaften konvexer Funktionen
der Grundvorlesung ”Optimierung I” wissen wir, daf3 bei einer konvexen, im
Punkt Z differenzierbaren Funktion f die Tangentialhyperebene eine Stiitzhy-
perebene ist. Genauer, nach Satz 2.28 der Grundvorlesung gilt

fly) — f(7) >< Vf(Z),y — T >,Vy € domf. (2.2.1)

Diese Eigenschaft des Gradienten konvexer Funktionen wird héufig in Bewei-
sen benutzt. Wenn wir die Formel (2.2.1) zur Verallgemeinerung des Begriffes
”Gradient” benutzen, dann lassen sich die angesprochenen Beweisteile weiterhin
zeigen, auch wenn f in Z nicht differenzierbar ist.

Definition. Sei f : R” — R eine Funktion. Sei # € domf. Der Vektor
a € R™ heifit Subgradient von f im Punkt Z, wenn

fly) — f(z) ><a,y—z >,Vy € R". (2.2.2)

Die Menge aller Subgradienten von f in Z heifit Subdifferential von f in  und
wird mit 9f(Z) bezeichnet.

Bemerkung. 1. Wenn f in Z differenzierbar und beziiglich R™ konvex ist, so
gilt also nach Satz 2.28 der Grundvorlesung ” Optimierung I”, dal V f(z) €

af (%).



2.2. DAS SUBDIFFERENTIAL EINER KONVEXEN FUNKTION 25

2. Wenn Z ¢ domf, dann ist (2.2.2) fir y € domf bei keinem a erfiillbar.
Per Definition setzen wir fiir solche Z 9f(Z) = (0.

3. Rechenbeispiel: Sei f(x) = |z|, Va € R. Wir zeigen, dafl

{1},z>0
of(z) = [-1,1] = conv{—1,1},z =0
{-1},2 <0

Beweis: (durch Anwenden der Definition).
(a) Fall: z =0.

a€df(z) s flx)— f(Z) ><a,x—T >,Vx

—z—0>a(z—0),Yz <0

< x—0>a(xr—0),Yz >0

x
& —-1=—<a<
x

8|18

—1Ve£0sae[-1,1]
(b) Fall: > 0.

_ —x—Z>alx —%),Yr <0
aeaf(x)(:){ x—Z>alx—I),Yr >0
—x—Z>alr—2),Vrmit z < —F
—x—Zz>alr—z),Vrmit 0 >z > -
xr—F>alx—Z),Vemit T >z >0
x—T>alx —T),Ve mit x > T

=

1>a22L Vemit e <—-2<0

1<aXZ Yrmit0>z> -2
& 7" -

1<aZ=2 =q,Vxmitz>2>0

Tr—

RIRI&I

1> aZ%=

=a,Vr mit x > ¥

8

& a = 1, weil die letzen zwei Ungleichungen zusammen nur bei a =1
moglich sind und die ersten zwei Ungleichungen bei a = 1 wahr sind,
da dort =% < 0 bzw. === > 1.

(c) Fall: < 0.
Analog wie oben zeigt man, dafl a = —1.

4. Geometrische Illustration des Subgradienten.
Sei Z € domf, f:R™ — R.

Wir setzen
epif := {[z,a] e R" xR : f(z) < a}.
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Wenn f eine konvexe Funktion ist, dann ist epif eine konvexe Menge.

3

251

15F

0.5

Wir betrachten die Hyperebene
H={zcR" :<pz>=p}

des R"™! mit 8 = (f(Z)— < a,z >) € R! und

_ —a n+1
p= [ +1] e R".
Vermerke: da ||p|| # 0, so ist H wirklich eine Hyperebene.
Es gilt

a € 0f(z) & H ist Stiitzhyperebene an epif in 2 = [féﬁ)} .

Beweis. Nach der Definition einer Stiitzhyperebene (vgl. Abschnitt 2.2.3
der Grundvorlesung ”Optimierung I”) ist H Stiitzhyperebene an epif in

2
<p,z>>B,Vz € epif
<p,z2>=p

Mit z = Lﬂ € epif & f(x) < a erhalten wir, dal H Stiitzhyperebene ist.
< —a,r > +a>57V[ } mit f(z) < «

X
& @
<-a,z>+f(x)=p0

S< —a, x> +a > f(T)— <a,z >,V B] mit f(z) < «
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&< —a,x > +f(x) > f(T)- <a,T>VreR®
< f(z) — f(@) ><a,x —Z >,V € R"
< a ist Subgradient von f in Z. O
—a

1
gen Stiitzhyperebene H. Folglich haben wir nach 4.

5. Wenn a Subgradient ist, dann ist p = Stellungsvektor der zugehori-

(a) H ist nicht parallel zur n + 1-ten Achse, d.h. H ist nichtvertikal (da
die n 4 1-te Koordinate von p nicht Null ist).
Folglich ist die Existenz eines Subgradienten in T dquivalent mit der
Existenz einer nichtvertikalen Stiitzhyperebene.

(b) Ist p = [2] mit b € R", o € R und o > 0 Stellungsvektor einer
Stiitzhyperebene in T an epif, so ist (féb) € 9f(x).

6. Weiter unten (vgl. Satz 2.5) werden wir sehen, dafi f Subgradienten in
allen x € domf nur haben kann, wenn f konvex ist.

7. In der konvexen Analysis wird einer Funktion f iiber f*(a) = sup{< a,z >
—f(z) : x € R"} die sogenannte konjugierte Funktion f* zugeordnet. Es
gilt: a ist Subgradient von f in z genau dann, wenn f*(a) =< a,z >

—f(@).
Beweis. a ist Subgradient von f in
& flx)— <a,xz >> f(Z)— < a,z >,z

< die Funktion F(z) =< a,x > —f(z) hat in Z ein globales Maximum,
d.h.
F(z) =max{F(z) :z e R"} &

<a,>—f(Z) =max{<a,z>—f(z):x €R"} = f*(a).

2.2.2 Eigenschaften des Subdifferentials

Hilfssatz 2.3 (Satz iiber die dazwischen liegende Hyperebene). Sei-
en C1, Cy konveze Teilmengen des R™. Seien f1 : C1 — R, fo: Cy — R, seien
f1 konvex auf C, fo konkav auf Cy. Weiterhin sei riCy N riCq # (.

Wenn unter diesen Voraussetzungen

fi(x) > fa(x), Vo € C1 N Cy,

dann existiert eine affin-lineare Funktion l(x) =< a,x > 4« (d.h. eine Hyper-
ebene des R mit der Gleichung z = () ), so daf§

fi(z) > 1(z),Vz € Oy,
fa(z) <l(z),Vz € Cs.
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Beweisgedanke. Setze

El = {[Qj’ﬂ] € R™ x Rl HENS Clmfl(x) < ﬂ}v
By ={[z,8] e R" x R' : z € Cs, fo(z) > B}.

Zeige, dafl 1 und Fs beide konvexe, nichtleere Mengen sind und dafl £1 N FEy =
0.

Damit ist riE; NriFy = () und nach Theorem 2.19 der Grundvorlesung
”Optimierung I” sind E; und F» eigentlich trennbar.

Folglich existiert ein v € R und existiert ein [p,\] € R" x R, [p, \] # 0, so
daf

<[pA,

<[ 7)‘]a

T
>>~V || €FE
et ﬁ 1
><y, V|t eE
=7, 6 2

EEEE

T T
existieren || € Fh und |=| € Es,
. 6} : M ’

so dafi < [1;, Al [Z} >>< [p, A, [g] > .

Daraus kénnen wir schlieflen, dafl A > 0, und mit I(z) :=< f%p, T > +7 zeigen,
daB

fi(z) > l(z),Vz € C4,
fa(z) <l(z),Vz € Cs.

Anmerkung. Die Annahme daf3 A = 0 fithrt unter Benutzung von Theorem
2.19 zum Widerspruch mit ri(Cy) Nri(Cs) # 0.

O
Satz 2.4. Sei f:R" — R eine eigentliche konvexe Funktion. Dann gilt:
1. Yz € ri domf ist Of(z) # 0.
2. Vx € R™ ist Of (x) eine konvexe, abgeschlossene Menge.
Beweis. Sei T € ri domf.

1. Wir setzen Cy := domf, Cy := {Z}. f1(z) := f(z), f2(z) := f(T) = const.

Offensichtlich sind fiir Cy, Cs, f1, fo die Voraussetzungen von Hilfssatz
2.3 erfilllt. Deshalb existieren ein ¢ € R™ und ein o € R, so daf} fiir
l(z) =< a,xz > +a gilt

Damit haben wir

f(z) >< a,z > +a,Vz € domf
f(Z@) << a,& > +a,
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d.h. es gilt
f(z) = f(z) >< a,z — T >,V € domf
und somit auch
f(z) = f(z) >< a,z — T >,V € R™.
Folglich ist a € 8f(z), d.h. 9f(z) # 0.
2. Laut Definition von Of ist
of(Z) ={a e R": f(z) — f(T) >< a,x —Z >,V € R"}.
Damit ist
Of(Z) = Ngern{a € R" : f(z) — f(Z) >2< a,z— T >}.

Hier ist {a : ...} die Losungsmenge (bzgl. a) einer linearen Ungleichung
in a (z ist fixiert), d.h. {a : ...} ist eine konvexe, abgeschlossene Menge.
Diese Eigenschaften gehen nicht verloren, wenn wir den Durchschnitt aller
solcher Mengen bilden.

= Jf (%) ist konvex und abgeschlossen.

O

Bemerkung. 1. Bei 2 € domf \ ri domf ist es moglich, dal 9f(z) = 0.

Beispiel:
—V1—-22,-1<z2<1
o ={ srs

+00, sonst

Hier ist 9f(+1) = (), weil in diesen Punkten keine nichtvertikale Stiitz-
hyperebene an epif existiert (vgl. 5.Bemerkung nach der Definition der
Subgradienten).

2. Wenn f:R" — R, f - konvex im R", dann ist somit 9f(z) # 0, Vo € R".
Wie aus spiteren Uberlegungen (vgl. Folgerung 2.12) folgt, ist in diesem
Fall Vo € R™ Of(z) eine beschrinkte Menge.

Satz 2.5. Sei f : R® — R eine eigentliche Funktion und sei domf eine
konveze Menge. Dann gilt: Wenn Yz € domf gilt Of (x) # 0, dann ist f im R"
konvez.

Beweis. Seien x,y € R™, A € (0,1). Wir setzen z := Az + (1 — M\)y.

1. Wenn wenigstens eine der Beziehungen = ¢ domf bzw. y ¢ domf wahr
ist, dann gilt

fOz+ (1= Ny) <Af(z) + (1 =N f(y)
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2. Sei deshalb z,y € domf. Da domf konvex vorausgesetzt wurde, so ist
z € domf und damit df(z) # (). Folglich existiert ein a € R™, so daf
fw) — f(z) >< a,w—z>Yw e R™
Somit gilt

fl@)— f(z) ><a,x—z >,
fly) = f(z) ><a,y—2z>.

Nach Multiplikation mit A bzw. (1 — A) und anschlieBender Addition der
beiden Ungleichungen erhalten wir

M@)+ 1 =Nfy) = f(z) 2<a, z+ (1 =Ny —z>,

d.h.
A (x) + (1 =N f(y) = f(Az + (1 = Ny),

wenn wir wieder z = Az + (1 — \)y riicksubstituieren.
1., 2. liefern die Konvexitdt von f. O

Bemerkung. 1. Ohne die Konvexitidt von domf mufl die Behauptung des
Satzes nicht wahr sein.

f(x)—{ ¢, t€ AUB

+00, sonst

Beispiel:

wobei A =[1,2], B = [3,4], ¢ = const.
Wir haben

domf = AU B,domf ist nicht konvex, f - eigentlich,
da 0 € 8f(z),Vx € domf, so ist Of (z) # 0 bei x € domf.

Aber f ist nicht konvex im R!, weil z.B. fiir z = 2, y = 3, A\ = % die
Forderung
fOx+ (1 =Ny) <Af(2) + (1 =N f(y)

verletzt ist.
Satz 2.6. Es sei f : R" — R eine konveze, eigentliche Funktion. Dann gilt
1. 0f(z) ={a e R : f'(Z;r) >< a,r >,Vr € Lin domf},VZ € ri domf.
2. VT € ri domf, ¥Vr € Lin domf ist
f(z;r) =max{< a,7 >:a € 0f(z)}.

Anmerkung. Wenn wir in der Definition von f/(z;r) auch den Wert +oo
zulassen, dann gilt Behauptung 1. auch fiir Z € domf.
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Beweis. Sei T € ri domf. Wir setzen
D:={aeR": f(z;r) >< a,r >,Vr € Lin domf}.

1. Wir zeigen zuerst, dafl 0f(Z) C D. Sei a € 0f(Z), r € Lin domf.
Nach Satz 2.1 existiert f/'(Z;r) und es ist

a—+0 «

Nun ist aber nach Definition des Subgradienten

f@+ar)— f(z) ><a,Z+ar—7>Va

) . a<a,r>
T;r) > lim ——M— =< a,r >
f(7)7a_>+0 o ) )

d.h.a € D.
2. Wir zeigen, dafl auch D C 9f(Z).
Sei jetzt a € D. Vr € Lin domf ist dann
f(zr) ><a,r>. (2.2.3)

Da z € ri domf, so ist (Z 4+ ar) € domf, wenn nur a > 0, « - geniigend
klein. Nach Satz 2.1 ist deshalb ¥(«) > f'(Z;7).
Zusammen mit (2.2.3) erhalten wir also

f(@+ar) - f(Z)

«

(o) =

>< a,r >,

d.h. f(Z+ar)— f(Z) ><a,ar >=<a,T+ar — >.

Bewiesen haben wir diese Ungleichung unter der Annahme (Z + ar) €
domf. Da aber bei (T 4+ ar) ¢ domf gilt, daBl f(z + ar) = +o0, so gilt
diese Ungleichung auch fir (Z + ar) ¢ domf.

Somit haben wir fiir « = 1, 7 € Lin domf gezeigt, dafl stets
fZ+r)—f(@)><a,r>. (2.2.4)

Das geniigt noch nicht, um zu behaupten, dafl a € 9f(Z).
Sei deshalb y € R™. Wir setzen r =y — Z.
Wenn y € domf, dann ist » € Lin domf (weil z € ri domf, d.h. € domf
und damit (y — Z) € Lin domf). Nach (2.2.4) ist damit
fy) = f(@) 2<a,y -7 >,Vy € domf.

Wenn y ¢ domf, dann ist f(y) = +oo und die letzte Ungleichung gilt
auch in diesem Fall. Folglich ist a € 0f(Z), d.h. D C 9f(Z). Damit ist (1)
gezeigt.
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3. Beir = 0 ist Behauptung (2) wahr. Sei deshalb im weiteren r € Lin domf,
r #0.
Nach (1) ist
f(@7r) >sup{<a,r >:acdf(z)}.
Um (2) zu beweisen geniigt es, ein @ € 0f(Z) zu finden, bei dem f'(z;r) <<
a,r >. Um Hilfssatz 2.3 iiber die dazwischen liegende Hyperebene zur An-
wendung zu bringen setzen wir

Cy:=domf, fi(z)= f(),

Cy:={Z+ar:a>0}, folx)=f(z)+ = = 2|

fi(@;r)

il

(Vermerke, dafl f'(Z;r) unter unseren Voraussetzungen existiert).

Da z € ri domf, r € Lin domf, so ist (Z + ar) € domf, wenn o > 0,
a - geniigend klein. Nach dem Zugénglichkeitslemma (Lemma 2.11 der
Grundvorlesung ”Optimierung I”) ist dann (Z + Or) € ri domf = riC} fiir
B mit 0 < 3 < a. Folglich ist riCy NriCy # 0.

AuBlerdem haben wir: f; ist auf Cy konvex, fo hat auf Cy die Gestalt
fo(Z +ar) = f(Z) + af' (z;7),

d.h. ist affin-linear und damit ist fo auf Cy konkav.

Auflerdem haben wir fiir z € C; N Cy, d.h. fiir z = (4 ar) € domf (weil
nach Satz 2.1 ¢(a) > f'(Z;7)).

fi@) = f(z) = f@ +ar) 2 [(2) + af (7) = fa(2),

Somit ist
fi(x) > fa(x) bei x € CL N Cy.

Nach Hilfssatz 2.3 existieren somit ein @ € R™ und ein g € R, so daf} fiir
l(z) =< a,z >+ gilt

{ fi(z) > 1(x), Yz € Cy
fa(x) < l(x),Vz € Cs.

Das bedeutet

fl@) >< a,x > +0,Vx € dom f (2.25)
f(@) + af'(z;7) << 4,7 + ar > +6,Ya > 0, -

woraus wir bei @ = 0 durch Substraktion voneinander
f(xz) = f(z) >< a,x — T >,V € domf

erhalten. Diese Ungleichung ist aber auch fiir ¢ domf wahr. Also, a €

af (7).
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Die zweite Zeile von (2.2.5) liefert Vo > 0, daf§
Ol(< &ﬂ" > _f/(j:7r)) 2 f(j) _ﬂ_ < &7i‘ >,
woraus sich < a,r > —f'(Z;r) > 0 ergibt, w.z.b.w.

O

Hilfssatz 2.7. Sei f : R" — R eine konveze, eigentliche Funktion. Dann ist
f auf ri domf stetig beziiglich domf, d.h. fiir x € ri domf und beliebiges € > 0
existiert ein 6 > 0, so dafl

|f(x) — f(Z)| < e,V € Us(z) N domf.

Beweis. Sei T € ri domf. Durch die Transformationen z := = — &, f(z) :=
f(z)—f(Z) konnen wir stets erreichen, dafl z = 0, f(Z) = 0. O.E.d.A. sei deshalb
fiir das weitere Z = 0, f(Z) = 0.

In diesem Fall ist Lin domf = aff domf.

1. Es sei int domf # () und damit ri domf = int domf.

Da z =0 € int domf, so existiert ein oy > 0, so dafl der Wiirfel
Q:={reR": - <x; <ap,j=1,2..n}

in domf enthalten ist.

Es seien 1,22, ...,2™ mit m = 2" die Extremalpunkte(=Ecken) von Q,
d.h. die Punkte = der Gestalt x = [tag, Lay, ..., ag] € R™. Wir setzen

f = maxlgigm f(.’L‘l)

Sei z € Q. Dann existieren \;, i = 1,2,...,m, mit \; > 0,Viund > " | \; =
1,soda =" Nz’

Nach der Jensenschen Ungleichung (Satz 2.23 der Grundvorlesung ” Optimierung

I”) erhalten wir
m

fl@) <Y Nif(a') < f Ve eq.
=1

Folglich ist f auf () nach oben beschrinkt.

Es sei nun € > 0, ¢ < 1 gewiihlt. Wir setzen U.(Z) = U(0) = Q. Fiir
z € U-(Z) sind damit +1z € Q.

Aufgrund der Konvexitéit von f ergibt sich
J@) = feZ + (1 =)0) <ef(3) + (1 -)f(0) =ef(T) <ef. (226)

(Wir haben hier benutzt, da8 f(0) = f(#) = 0 und £ € Q gelten.)
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AuBlerdem ist

1 € T
< 1+5f(33)+1+€f(—g)
1 g a

= 1+€f(x)+1+€ '

(Wir haben hier benutzt, da§ —% € Q gilt.)

Somit ist 0 < f(z) 4 f, woraus wir zusammen mit (2.2.6) erhalten
—ef < f(z) < ef Vo € Ud(@),

dh. |f(z) — f(&)| < ef, Yz € U.(&), woraus wir unmittelbar schliefen
konnen, daf} f in T bzgl. R™ stetig ist.

2. Weiterhin sei vereinbart Z = 0, f(Z) = 0, aber jetzt sei int domf = 0.
Es sei {z!,2?,...,2™} eine Basis von Lin domf = aff domf.
Dann ist Lin domf = {>7", \ia® : \; € R,é = 1,2,...,m}. Damit ist
iiber z = F()\) := Y_/" | \;z" eine lineare Abbildung F : R™ — Lin domf
definiert. Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der {2} | ist F' eine ein-
eindeutige Abbildung. Aufgrund der Linearitdt von F' mufl die Abbildung
F~1 stetig bzgl. R™ sein.
Wir setzen A := F~(domf) C R™. Da auch F~! linear ist, ist A als Bild
der konvexen Menge domf selbst auch konvex. Schliefllich, weil Z = 0 €
ri domf, so ist F~1(0) € intA (interior bzgl. R™), d.h. 0 = F~1(0) € intA
(F~1 ist linear).
Wir setzen ¢(A) := f(F()N)).
Als Superposition einer konvexen Funktion f und einer linearen Funktion
F ist ¢ auf A konvex (vgl. Satz 2.27 der Grundvorlesung ” Optimierung
I?’)-
( ist also eine konvexe Funktion des R™ mit domp = A. Weil 0 € int domgp
und ¢(0) = f(F(0)) = f(0) =0, so ist nach Teil (1) ¢ in 0 stetig (stetig
bzgl. des R™).
Da nun aber f(z) = ¢(F~!(z)) (x = F(\)), so ist f als Superposition der
stetigen linearen Funktion F~' mit der in 0 stetigen Funktion ¢ selbst
stetig in 2 = Z = 0 (bzgl. domf, da F~! nur auf Lin domf erklirt ist).

O

Folgerung 2.8. 1. Sei f : R* — R, f - konver und eigentlich. Sei T €
int domf. Dann ist f in T stetig.

2. Damit ist eine konveze, eigentliche Funktion f : R* — R auf int domf
lokal Lipschitzstetig.
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3. Sei f:R™ = R, f konvex (d.h. in jedem Punkt des R™ ist f(x) endlich).
Dann ist f im R™ stetig.

Bemerkung. 1. Wie das Beispiel

z, x>0
f@)={ 1, 2=0
+oo, <0

zeigt, muB die konvexe Funktion f : R” — R in € domf nicht stetig
sein.

Satz 2.9. Sei f : R® — R eine konvexe, eigentliche Funktion. Sei T &
int domf. Dann gilt: 0f(Z) ist ein singleton < f ist in T differenzierbar.

Beweis. < Sei f in # differenzierbar. Da Z € int domf, so ist int domf # ()
und damit Lin domf = R™. Nach Satz 2.6 haben wir somit Va € 0f(z)

f(z,r) ><a,r >,Vr e R".

Da f in Z differenzierbar, so ist (vgl. 3.Bemerkung zur Definition der
Richtungsableitung) f'(z,r) =< Vf(Z),r >. Also haben wir

< Vf(@),r >><a,r > VreR" Vaedf(z).
Das ist aber nur bei a = Vf(z) moglich. (Wihle r := —Vf(Z) + a).
= 0f(z) ={V/[(2)}.
= Sei 0f(Z) ein singleton. Sei 9f(z) = {a}.
Da Lin domf = R", so haben wir nach Satz 2.6
f'(z;r) =<a,r >Vr e R". (2.2.7)

Weil Z € int domf, so existiert ein § > 0 mit Bs(Z) C int domf.
Sei z € Bs(Z), a € (0,1]. Wir setzen r := x — Z.
Wir betrachten

ola,r) = f(:f+a;)—f(j)7 <a,r>.

Nach Folgerung 2.8 ist f auf Bs(Z) stetig. Aus (Z + ar) € Bs(Z), a > 0
folgt somit die Stetigkeit von ¢ auf [(0,1] x (Bs(Z) — {Z})].

Weil aber nach Definition von f/(Z;r)

vla) = HEEDZID gy C20

so gilt (e, 1) —4—40 0 bei beliebigem 7. Somit ist ¢(a,r) auf (0,1] x
(Bs(z) —{x}) beschrénkt. Weil (0,1] x (Bs(Z) —{z}) kompakt ist, so mufl
o(a,r) auf (0,1] x (Bs(Z) — {z}) gleichmiBig stetig sein.



36KAPITEL 2. SUBDIFFERENTIALRECHNUNG KONVEXER FUNKTIONEN

Zu € > 0 existiert damit ein v > 0, so dafl
0 <ola,r) <eVae (0,7),Vr € (Bs(z) — {z}). (2.2.8)

(¢(a) ist nach Satz 2.1 monoton nichtfallend).
Sei r € (Bs(Z) — {Z}) und ||r|| < ~4 fixiert.

Wir setzen
r_ M = ﬁ
5’ Il
Dann ist o/ € (0,7) und ||7’|| = §, d.h. ' € (Bs(z) — {Z}), womit nach
(2.2.8) gilt 0 < p(o/,7") <e.

Weil aber T +7r =T + o/r’, so ist damit

0< f(E—l—r)—]I“'(i)— <a,r>
T

< (2.2.9)

c
67
Hier ist ¢ fixiert und mit ¢ — 0 wird v — 0 streben, d.h. wird auch
l7[} = 0.

Folglich existiert

f@+r)— f(@&)-<a,r>
lIr[|—0 [l

und dieser Limes ist nach (2.2.9) gleich Null.

Das aber bedeutet die Differenzierbarkeit von f in Z und es mufl a = V f(Z)
gelten.
O

Bemerkung. 1. Nach dem Beweis (und auch nach der ersten Bemerkung
zur Definition des Subgradienten) gilt also unter den Bedingungen des

Satzes 0f (%) = {Vf(Z)}.

2. Wenn die konvexe Funktion f in Z € int domf nicht differenzierbar ist,
dann ist nach dem Satz 2.9 0f(Z) kein singleton.

Weil 0f(z) aber nach Satz 2.4 eine konvexe Menge ist, so muf} in diesem
Fall 0f(Z) unendlich viele Elemente enthalten.

Wir wollen abschlieflend untersuchen, wann 9f(x) eine beschrinkte Menge
ist.

Definition. Es sei A C R™, sei z € A. Die Menge
Nao(Z) ={a e R" :<a,x — % ><0,Vz € A}
heifit Normalenkegel an A im Punkt Z.
Bemerkung. 1. Offensichtlich ist 0 € Na(z),Vx € A.
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2. Wenn a € N4(Z), dann ist Yoo > 0 auch aa € N4(Z). Folglich ist Na(Z)
ein Kegel mit ”Spitze” in 0.

3. Wenn Z € intA, dann ist N4(z) = {0}.

Beweis. Nach 1.Bemerkung ist 0 € N4(Z). Entgegen dem zu Beweisenden
sei auch a € N4(Z), a # 0. Da Z € intA, so ist = (T+«aa) € A, wenn nur
a > 0, a- geniigend klein =< a,T+aa—7 >< 0= « ||a||2 <0 *204 = 0,
was a # 0 widerspricht. O

4. Geometrische Illustration im R2:
Beispiel 1:

3-

2.5

15

0.5

-1 I I I I I I I ]
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3

Zu N 4(z) gehoren alle Richtungen a, die mit Richtungen (y—x), y beliebig
aus A, einen nichtspitzen Winkel bilden.
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Beispiel 2:

20

Tangente in x an A

I I I I I )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4

Wenn A konvex und in einer Umgebung des Randpunktes Z der Rand von
A glatt ist, dann bilden die dufleren Normalen zur Tangentialhyperebene
in Z an den Rand von A den Normalenkegel.

5. In relativen Randpunkten einer konvexen Menge besteht der Normalenke-
gel nicht nur aus dem Nullelement. Genauer: Es sei C' C R", C' - konvex.
Sei z € clC \ intC. Dann ist No(Z) # {0}.

Beweis. Nach dem Satz iiber die Existenz einer Stiitzhyperebene (vgl.
Satz 2.18 der Grundvorlesung ” Optimierung I”) existiert ein p # 0, so dafl

<p,x—x>>0VreC.

Das aber bedeutet, (—p) € Ne(Z). O

6. Sei f: R™ — R eine konvexe, eigentliche Funktion. Sei Z € domf und sei
a € 0f(Z). Dann gilt a + Naomf(Z) C 0f(Z).

Beweis. Nach a € 0f(Z) ist
flz)— f(Z) ><a,z—T >,Vx € R™.
Sei b € Ngoms(Z). Dann ist < b,z —z >< 0, Vz € domf.
= f(x) — f(Z) ><a+b,x—7T >,Vr € domf.

Da aber bei z ¢ domf diese Ungleichung auch wahr ist, gilt (a +b) €
of(z). O

Satz 2.10. Sei f : R™ — R eine konveze, eigentliche Funktion. In & € domf
sei Of (z) # 0. Wenn 9f(T) beschrinkt ist, dann ist T € int domf.
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Beweis. Entgegen dem zu Beweisenden sei Z ¢ int domf. Dann ist Z €
domf \ int domf, d.h. nach der 5.Bemerkung von oben ist Naom(Z) # {0}.
Folglich gibt es ein p # 0, p € Naoms(Z). Nach der zweiten Bemerkung zur
Definition des Normalenkegels ist Yoo > 0 auch ap € Naomf(Z).

Sei a € 0f(Z). Nach der 6.Bemerkung von oben ist (a+ap) € 9f(z), Yo > 0.
Das ist ein Widerspruch zur Beschriankheit von 9f(Z). O

Bemerkung. Wie wir in Folgerung 2.12 zeigen werden gilt auch die Um-
kehrung der Behauptung von Satz 2.10.

2.3 Die Subdifferentialabbildung

Wie wir gesehen haben ist i.a. das Subdifferential nicht einelementig. Damit
ist Of eine Punkt-Menge-Abbildung(PMA).

Definition. Mit 2 bezeichnen wir die Menge aller Teilmengen von P.

Bemerkung. 1. Es gilt stets () € 27, P € 27,

2. Sei f : R™ — R eine konvexe Funktion. Die PMA 9f : R" — 28" werden
wir als Subdifferentialabbildung bezeichnen.

Definition. Es sei D ¢ R"® und F : D — 28" sei eine PMA. Wir sagen,
daf3 F' abgeschlossen ist, wenn aus

z* e D,y* € F(z¥), k=1,2,...
limy oo 2¥ = 2 € D, limp_ o0 yk =y eR™
stets folgt, dal y € F(x).

Bemerkung. 1. Wenn F eine abgeschlossene PMA ist, dann ist Va € D die
Menge F'(z) eine abgeschlossene Menge.

Beweis. Wihle zF = z, Vk. ]

2. Anstelle von Abgeschlossenheit spricht man in der Literatur hidufig auch
von Oberhalbstetigkeit der PMA.

Definition. Sei D ¢ R", F : D — 28" Wir sagen, da8 die PMA F lokal
beschrinkt ist, wenn aus

z* e D,yF € F(z%),k=1,2, ...
limy_ooz* =2 €D
stets folgt, daB {y*} | beschréinkt ist.

Bemerkung.

Wenn F' eine lokal beschrinkte PMA ist, dann ist Vo € D die Menge F(x)
beschrénkt.
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Beweis. Entgegen dem zu Beweisenden sei fiir ein & € D die Menge F(Z)
nicht beschriinkt. Dann existiert in F(Z) eine Folge von Elemente y*, k = 1,2, ...
mit ||yk|| — 00. Wenn wir nun wihlen 2* := #, Vk, dann erhalten wir einen
Widerspruch zur Definition. O

Wenn fiir die Folge {ack} aus der Definition gilt 2 = limy, ., 2¥, aber 2 ¢ D,
dann ist es fiir die lokale Beschriankheit von F' nicht erforderlich, dafl {yk}:ozl
beschrankt ist.

Definition. Es sei D ¢ R*, F : D — 28", Wir sagen, da die PMA F
konvexwertig ist, wenn bei beliebigem x € D die Menge F(x) eine konvexe
Menge ist.

Definition. Es sei D ¢ R", F : D — 28", Wir sagen, dafi die PMA F
monoton ist, wenn V!, 2% € D, Vy!,y? mit y' € F(2'), y?* € F(a?) stets gilt
<yt —y? 2t — 22 >>0.

Bemerkung. Die Monotonie einer PMA ist eine Verallgemeinerung des
Begriffes monoton nichtfallend bei Funktionen einer Variablen. Genauer: f :
R — R heif3t nichtfallend auf D C R, wenn aus x1,x2 € D, x1 < o stets folgt,
da f(z1) < f(x3). In diesem Fall ist

(f(z1) = f(z2)) (21 — 22) > 0.

Satz 2.11. Sei f : R* — R eine konvexe, eigentliche Funktion. Es sei
dom Of = {x € R" : 0f(x) # 0}. Fiir die PMA 0f : dom Of — 2% gilt dann:

1. Of ist konvexwertig und monoton,

2. Auf Teilmengen D C dom Of, auf denen f stetig bzgl. domf ist, ist Of
eine abgeschlossene PMA,

8. Auf offenen Teilmengen D C dom Of ist Of eine lokal beschrdankte PMA.

Bemerkung. 1. Da aus z ¢ domf stets folgt « ¢ dom Jf, so ist dom 9f C
domf.

2. f stetig bzgl. domf bedeutet u.a., daf aus {xk} C domf, limy_ o zF =
x € domf stets folgt, daB8 f(z*) — f(z) bei k — oo.

3. Nach Hilfssatz 2.7 ist ein konvexes f auf D :=ri domf bzgl. domf stetig.

Beweis von Satz 2.11. 1. Nach Satz 2.4 ist 9 f(x) bei beliebigem x € R™ eine
konvexe Menge = Jf ist eine konvexwertige PMA.

2. Seien x!,2? € dom Jf. Seien a' € 9f(x'), a®> € Of(2?). Dann gilt per
Definition der Subgradienten
f(@®) — fa!) ><al,2? — 2! >
f(@t) — f(2?) >< a® 2t — 2% >,

woraus wir sofort durch Addition erhalten, dafl 0 >< a! — a2, 2% — 2! >,
d.h. 0f ist monotone PMA.
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3. Sei f auf D C dom Of bzgl. domf stetig. Wir iiberpriifen die Abgeschlos-
senheit von Jf.

Seien 2% € D, a* € 9f(a*), k = 1,2,.... Weiterhin sei x = limp_, o z*,
r €D, a=1limg . a¥. Dann haben wir Vk

fy) — f(a¥) =< a"y —2* > vy e R™. (2.3.1)

Wegen der Stetigkeit von f bzgl. domf und da gilt, D C dom 9f C domf
ergibt der Grenziibergang in (2.3.1) bei fixiertem y, dafl

fly) = fl@) ><a,y—z>.

Da y beliebig war ist somit a € df(z), d.h. df ist auf D eine abgeschlossene
PMA.

4. Wir iiberpriifen die lokale Beschrinktheit von Of.
Sei D C dom Of, D - offen. Es sei

2* € D,a* € 0f(2%), k =1,2, ...
limy_,o 2% =z € D.

Dann gilt Vk
fly) = f@@*) =<y —a* > vy e R™. (2.3.2)

Entgegen dem zu Beweisenden sei {ak}:ozl nicht beschréinkt. O.E.d.A.
gelte bereits HakH — 00. Auflerdem koénnen wir 0.E.d.A. annehmen, daf}

[ = @ bei k — oo. Dann ist [Jal| = 1.

Aus (2.3.2) erhalten wir Vy € R”, daf§

f(y)akfl(x ) S ¢ I\Z’“H’y_xk > k. (2.3.3)

Da D offen ist, so ist nach Folgerung 2.8 f auf D stetig. Deshalb folgt aus
8 — z, daB f(z%) — f(z), d.h. {f(z¥)}32, ist eine beschriinkte Folge.
Da schliefilich fiir y € domf auch f(y) endlich ist, so folgt aus (2.3.3) fiir
fixiertes y € dom f

0><a,y—x>. (2.3.4)

Weil 2 € D und D offen ist, so ist (x+aa) € D, wenn « > 0, « - geniigend
klein.

Nach D C domf erhalten wir aus (2.3.4), da 0 >< @,x + aa — x > fiir
gewisse v > 0, d.h. 0 > ||a||* = @ = 0, was ||a| = 1 widerspricht.
O
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Bemerkung. 1. Im obigen Beispiel f(x) = |z| mit

1, >0
8f(a:) = [_Ll]v z=0
-1, <0

beobachten wir, da§ die Gradienten von f fiir z # 0 in Jf(0) enthalten
sind. Nach Satz 2.11 ist das nicht zuféllig so, denn wenn das konvexe f
auf einer Teilmenge D bzgl. domf stetig ist, so folgt aus

{ x = limp_oc 2¥, 2 € D, {xk}zozl cD (2.3.5)

a=limy_ o a¥ a* € Of(x%),k =1,2,...,

dal a € 9f(x) (die sogenannte Oberhalbstetigkeit der PMA 9f).

Das Beispiel f(z) = |z| zeigt aber auch, dafi auf diese Weise nicht alle
Elemente von df(0) entstehen miissen (d.h. df(z*) — f(x) ist nicht zu
beobachten). Das liegt an der fehlenden Unterhalbstetigkeit der PMA O f
(siehe weiter unten).

2. Im Beispiel f(x) = |z| ist f in  # 0 differenzierbar und 0f (z) = {Vf(z)}
bei x # 0. Die Forderungen (2.3.5) bedeuten also in diesem Fall

x = limp_ o 2¥, 2 € D, {xk}zii1 cD

(d.h. der Grenzwert soll existieren) und die Aussage a € 9f(x) bleibt.

Diese Aussage kann man zum Ausgangspunkt einer Verallgemeinierung
des Subdifferentials fiir konvexe Funktion auf nichtkonvexe Funktionen
nehmen:

Sei f : R® — R eine sogenannte lokal Lipschitzstetige Funktion, d.h.
Vz € R™ existiere ein € > 0 und ein L = L(x), so dafl

[f(w) = fR) < Ly = 2l Vy, z € Ue(a).

Nach einem Satz von Rademacher sind solche Funktionen fast iiberall
differenzierbar. Deshalb scheint folgende Definition sinnvoll:

Definition. Sei f : R” — R und Z € R". Unter der Menge S(Z) ver-
stehen wir alle Vektoren a € R™ fiir die folgendes gilt: Es existiert eine
Folge {:17’“};11 mit Z = limg_oo 2® so, daB f in allen 2%, k = 1,2,...,
differenzierbar ist und a = limy_ o, V f(z*) gilt.

Als Analogon des Subdifferentials 9f(x) konvexer Funktionen f fiihrte
F.Clarke fiir lokal Lipschitzstetige f : R" — R die Menge conv(S(%)) als
Subdifferential ein. Ublich ist die Bezeichnung

Oa1f(Z) := conv(S(Z)).
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Wir vermerken: Wenn f : R” — R konvex und eigentlich ist, dann ist f
auf ri domf lokal Lipschitzstetig und es gilt

Of(xz) = 0c1f(x), Vo € ri domf.

Folgerung 2.12. Sei f : R® — R konvexze, eigentliche Funktion. In T €
domf sei Of(x) # (0. Dann ist die Menge Of(x) beschrinkt < T € int domf.

Beweis. 1. Die Notwendigkeit der Aussage wurde bereits mit Satz 2.10 be-
wiesen.

2. Sei deshalb Z € int domf. Dann existiert ein € > 0, so dafl U.(Z) C domf.
O.E.d.A. sei U.(Z) offen. Wir setzen

Fla) = { f(z), xeU.(T)

+00, sonst.

Nach Satz 2.11 ist OF auf domF = U, (Z) = domdF eine lokal beschrinkte
PMA. Nach der Bemerkung zur Definition der lokalen Beschréinktheit ist
OF () eine beschrinkte Menge. Wenn wir zeigen, dall 0f(z) = OF (&), so
ist der Beweis gefiihrt.

3. Wir zeigen 0f(z) C OF (Z):
Aus a € 0f(Z) haben wir

f(z)— f(Z) >< a,z — T >,Vz € R™.

Da f(z) = F(Z) und F(x) > f(z), Vz, so ergibt sich F(x) — F(z) ><
a,x — T > Ve € R" d.h. a € OF ().

4. Wir zeigen OF (Z) C 0f(Z):
Aus a € OF(Z) erhalten wir

F(z) — F(Z) >< a,z — % >,Vz € R™. (2.3.6)

Fiir z € U.(Z) haben wir F(z) = f(z) und damit gilt nach (2.3.6)
f(z) = f(@) ><a,z—7 >,Vz € U.(Z). (2.3.7)

Sei jetzt z ¢ U.(Z), d.h. (0.E.d.A. sei U.(Z) eine Kugelumgebung)
|z — z|| > e. (2.3.8)

Dann existiert ein @ > 0, so dal Z = [T + e (2 — z)] € Uc(z), d.h.

Héfa?”:‘ﬁ(sz)uza<s.

Nach (2.3.8) ist damit ||z — Z|| > a, d.h. =2 < 1. Weil zZ € U.(Z), so ist

lz—2]
nach dem bereits bewiesenen Teil (Formel (2.3.7))

fE) - f(@) ><a,z-T>. (2.3.9)
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Mit g := ﬁ € (0,1) haben wir per Definition von z, dal z = Z+ 3(z —
z) = Bz + (1 — 8)z, d.h. nach (2.3.9) erhalten wir unter Benutzung der
Konvexitiat von f

Bf(2)+(1=0)f(2) - f(7) > f(2) - f(T) 2< a,Z2 =T >=<a, 0z = T >,

dh. Bf(z) = f(@)] =B <a,z—T>.
Aufgrund von 8 > 0 bedeutet das

f(2) = f(@) 2<a,2 -7 >,Vz ¢ U(2),

woraus zusammen mit (2.3.7) folgt a € 9f(Z).
O

Folgerung 2.13. Sei f : R® — R eine konveze, eigentliche Funktion. Sei
D C domf eine offene Menge (bzgl. R™). f sei auf D differenzierbar. Dann ist
Vf auf D stetig.

Beweis. Nach Satz 2.9 ist Vo € D 9f(z) = {Vf(z)}.

Die Abbildung Vf : D — R" ist nach Satz 2.11 auf D lokal beschrénkt und
da nach Satz 2.9 f auf D stetig (bzgl. R™) ist, so ist wiederum nach Satz 2.11
die Abbildung Vf : D — R™ auch abgeschlossen.

Wie man leicht iiberpriift, ist eine eindeutige Abbildung (unser Vf), die
abgeschlossen ist, auf int domf eine stetige Abbildung. O

Die oben eingefiihrte Abgeschlossenheit (auch Oberhalbstetigkeit genannt)
einer PMA ist bei Funktionen (d.h. einwertigen PMA) &quivalent mit der Ste-
tigkeit. Bei wirklichen PMA (d.h. mehrwertigen PMA) folgt die analoge Eigen-
schaft nicht aus der Abgeschlossenheit. Genauer: Wenn F : D — 28" abge-
schlossen ist, so folgt aus ¥ — 7 in allgemeinen nicht, da F(z*) — F(z).

Das fiihrt auf den Begriff der Unterhalbstetigkeit.

Definition. Sei F : D — 28" mit D € R” eine PMA. Wir sagen, da F in
T € D unterhalbstetig ist, wenn aus 2* — z und § € F(Z) stets die Existenz
einer Folge {yk} mit y* € F(2*), k = 1,2, ..., folgt, so daB y* — 7.

Bemerkung. 1. Bei Funktionen (d.h. einwertigen PMA) ist die Unterhalb-

stetigkeit im obigen Sinn wieder #quivalent mit der Stetigkeit: wihle y* :=
F(z*),VE.

2. Beispiele:

0}, z#0
Fl(l"){ [_f@}], v =0,
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s -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5

Fy ist in & = 0 nicht unterhalbstetig.

11, 2 #0
Fm):{ {0}, z=o.

F; ist in & = 0 unterhalbstetig.

3. Wie das Beispiel f(z) = |z|, z € R, zeigt, muf die Subdifferentialabbil-
dung keine unterhalbstetige PMA sein:

1, >0
of (x) = [-1,1], z=0
-1, x<0.

(Rl

Of ist in & = 0 nicht unterhalbstetig, da z.B. bei § = 3 € 9f(0) und
k= %,Vk, zwar zF — T = 0 gilt, aber keine Elemente y* € df(2*)
existieren, fiir die y* — %
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Durch e-Aufweitung des Subdifferentials kann man aber zu einer unterhalb-
stetigen PMA kommen.

Definition. Sei f : R® — R eine konvexe, eigentliche Funktion. Sei ¢ > 0.
Die Menge

0:f(Z) ={a eR": f(x) — f(T) >< a,x — T > —&,Vz € R"}
heifit e-Subdifferential von f in Z. Jedes a € 0. f(Z) heifit e-Subgradient von f
in z.
Bemerkung. 1. Beie=0ist 0f(z) = 9.f(z),VZ € R™.
2. 0f(z) C 0-f(x),Ve > 0,VZ € R™.

3. Analog wie im Satz 2.4 zeigt man, dafl Vo € R™ die Menge 0. f(x) konvex
und abgeschlossen ist.

4. Analog wie in der 4.Bemerkung zur Definition des Subgradienten (vgl.
Abschnitt 2.2.1) zeigt man, dafl a ein e-Subgradient von f in Z genau
dann ist, wenn die durch den Punkt [Z, f(Z) — €] gehende Hyperebene

mit dem Stellungsvektor [_a iiberall unterhalb des Epigraphen von f

1
verlauft.

5. Analog wie im Satz 2.11 zeigt man, daB 9. f : D — 2R eine abgeschlossene
PMA ist, wenn D C dom0, f und f auf D bzgl. domf stetig ist.

Satz 2.14 (Asplund/Rockafellar, 1969). Sei f : R® — R eine konvere,
eigentliche Funktion. Sei domf abgeschlossen. Dann ist O f : [0,00) x R" — oR"
in jedem Punkt [°,2°] mit €° > 0, 2° € domf unterhalbstetig.

Bemerkung. Wenn die PMA F in Z sowohl abgeschlossen als auch unter-
halbstetig ist, so sagt man, daf§ F' in z Kakutani-stetig ist.

2.4 Die Subdifferentialrechnung

Wir wollen fiir das Weitere folgende abkiirzende Bezeichnungen vereinbaren:
Es seien Fy,Fy, : D — 2R™ Wir schreiben F) N Fy # (), wenn Vz € D gilt
Fi(z) N Fy(x) # 0. Wir schreiben Fy C Fy, wenn Vo € D gilt Fi(z) C Fa(z).
Analog soll Fy = F, fiir Fi(z) = Fy(x), Vo € D stehen. Fiir F : D — 2F"
bezeichnen wir mit conv(F) : D — 28" die PMA, welche jedem = € D die
Menge conv(F(x)) zuordnet.

Bei konvexwertiger PMA F ist dann F = conv(F).

Hilfssatz 2.15. Sei D C R” eine offene Menge. Fs seien Fy, Fy : D — QRH,

wobei
{ Fy - eine abgeschlossene, lokal beschrinkte PMA

F5- eine monotone PMA

sind. Aus Fy N Fy # 0 folgt dann, daf$ conv(F») C conv(Fy).
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Beweis. 1. Wenn es uns gelingt zu zeigen, dafl F» C conv(F}), dann ist auch
die Behauptung bewiesen.

Sei x € D. Nach der jeweils ersten Bemerkung zur Definition der Ab-
geschlossenheit bzw. der lokalen Beschrianktheit (vgl. Anfang von Ab-
schnitt 2.3) ist F3(z) eine abgeschlossene, beschrinkte Menge. Damit ist
Vo € D die Menge Fj(z) kompakt. Nach dem Satz von Caratheodory
(Folgerung 2.8 der Grundvorlesung ”Optimierung I”) ist dann bei x € D
auch conv(Fy(x)) eine kompakte Menge.

2. Sei x € D und y € Fa(z). Um Fy C conv(Fy) zu zeigen, miissen wir
nachweisen, dal y € conv(Fj(x)). Entgegen dem zu Beweisenden sei das
nicht so. Dann sind die Mengen {y} und conv(Fj(x)) stark trennbar (vgl.
Folgerung 2.18 der Grundvorlesung ”Optimierung 1”), d.h. es existiert ein
p € R", so daf3

<p,z ><< p,y >,Vz € conv(Fi(x)). (2.4.1)

Wir betrachten die Elemente
& 1
T :x—i—zp, k=1,2,....

Da 2 € D und D offen ist, so ist z* € D fiir geniigend grofie k.
Da Fy N Fy # (), so existiert fiir solche k ein y* mit y* € Fy (2F) N Fy(2%).

Da F} lokal beschrankt ist, so muf3 die Folge {yk} beschréankt sein. Folglich
existiert fiir {yk} eine konvergente Teilfolge. O.B.d.A. sei bereits

7= lim ¢ (2.4.2)

k—o0

Da per Konstruktion der z* gilt # = limj,_, o, #*, € D laut Voraussetzung
und da F} eine abgeschlossene PMA ist, so muf}

y € Fi(z) (2.4.3)

gelten.

Weil laut Voraussetzung y € Fy(x) und weil per Wahl der y* stets y* €
Fy(2"%), so gilt aufgrund der Monotonie von F», dafl

<y* —y, ¥ — 2 >>0, Vk- geniigend gro8.
Damit (weil 2% = x + %p) ist < 4% —y,p >> 0, wenn nur k geniigend grof3
ist. Nach (2.4.2) erhalten wir < § —y,p >> 0.
Das aber widerspricht (2.4.1) und (2.4.3), w.z.b.w.
O

Folgerung 2.16. Es sei f : R™ — R eine konvexe, eigentliche Funktion. Es
sei domf eine offene Menge und F : domf — 2% eine PMA, wobei F(z) # ()
fiir beliebiges x € domf sei. Dann gilt
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1. Wenn F abgeschlossen und lokal beschrinkt ist und FNOf # 0, dann ist
Of C conu(F).

2. Wenn F monoton ist und FNOf # 0, dann ist conv(F) C Of.

3. Wenn F abgeschlossen, lokal beschrinkt und monoton sowie F NOf # 0,
dann ist Of = conv(F).

4. Wenn F abgeschlossen und F C Of, dann ist Of = conv(F).
5. Wenn F monoton ist und Of C F, dann ist Of = conv(F').

Bemerkung. 1. Behauptung (4) bedeutet, dafl in der Klasse der abgeschlos-
senen, konvexwertigen PMA die Subdifferentialabbildungen die Minimal-
elemente sind.

2. Behauptung (5) bedeutet, daf in der Klasse der monotonen PMA, die
Subdifferentialabbildungen die Maximalelemente sind.

Beweis der Folgerungen 2.16. 1. Wir setzen F} := F und F, := Jdf. Nach
Satz 2.11 ist F» monoton und unter den Voraussetzungen von (1) erfiillen
Fy, F» die Bedingungen des Hilfssatzes 2.15. Danach gilt conv(df) C
conv(F'). Nach Satz 2.11 ist aber 0 f konvexwertig, d.h. es ist conv(9f) =

of.

2. Wir setzen Fy := 0f, Fy := F. Weil domf als offen vorausgesetzt wird,
so ist Fy nach Behauptung (3) von Satz 2.11 lokal beschrinkt. Nach Fol-
gerung 2.8 ist f auf domf stetig und damit ist nach Behauptung (2) von
Satz 2.11 F; abgeschlossen. Damit erfiillen F3, F» die Bedingungen von
Hilfssatz 2.15 und es gilt folglich

conv(F) C conv(9f) = Jf.

3. folgt aus 1. und 2.

4. Aus F C Of folgt
conv(F) C conv(9f) = Jf. (2.4.4)

Mit derselben Begriindung wie im Beweis von 2. ist df unter unseren
Bedingungen lokal beschriankt und abgeschlossen.

Da F C df vorausgesetzt, so folgt aus F(z) # 0, Vo € domf, dall FNOf #
(). Damit sind die Voraussetzungen von (1) erfiillt und wir haben deshalb
Of C conv(F'). Zusammen mit (2.4.4) ergibt sich daraus die Behauptung.

5. Es sind die Voraussetzungen von 2. erfiillt (nach Satz 2.4 ist 9f # 0, so
daB aus df C F folgt, daB f N F # (). Deshalb haben wir conv(F) C 9f.
Da die umgekehrte Inklusion aus der Voraussetzung 0f C F folgt, so gilt
die Behauptung (5).

O
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Satz 2.17. Sei f : R® — R eine konvexe, eigentliche Funktion. Es sei A > 0.
Wir setzen F(z) = \f(x). Dann gilt:

1. Bei A >0 ist OF (z) = A0f(x), Va € R™.
2. Bet A =0 ist
{0} = OF(z) = \Of(x),Va € dom Of,
{0} = 0F (z) D Nof(x) = 0,V ¢ dom Of.
Beweis. 1. Wir betrachten zuerst den Fall A = 0.

Nach unserer Verabredung vom Ende des Abschnittes 1.9 ist Af(x) = 0
unabhiingig davon ob f(x) < 400 oder f(x) = +o00. Deshalb ist F(x) =0
Vo € R™ und damit 0F (z) = {0} (wende z.B. Satz 2.9 und die 1.Bemer-
kung dazu an). Bei x € dom Jf ist per Definition df # @) und damit ist

AOf = {0}.
Bei « ¢ dom 9f ist f = () und damit auch Adf = 0.

2. Sei A > 0. Wir zeigen \9f(x) C OF(x). Sei a € AN0f(x) = a = Ab, wobei
bedf(x).

= fly) = f(x) 2<by—x>VyeR"
= A(y) = Af(z) >< Ab,y — z >,Vy € R", (weil A > 0)
= F(y) — F(z) ><a,y —x >,Vy € R"
= a € 0F (z).
3. Sei A > 0. Wir zeigen 0F (z) C Adf(z). Sei a € OF(x)
>

= F(y) — F(z) ><a,y—z > VYy e R"
= Af(y) — Af(2) >< a,y -z > Vy €R®

= f(y) = f@) 2< T,y — v >, Yy € R, (weil A > 0)
a

= 1 € 0f(@)

:>a=/\% € \Of(x).

O

Satz 2.18. Seien fi, fa, ..., fm : R® — R konveze, eigentliche Funktionen.
Wir setzen F(z) = fi(z) + f2(z) + ... + fm(x). Dann gilt:
(i) Yo € R™ ist
OF (z) D 0fi(z) + 0f2(x) + ... + Ofm(2).
(ii) Seien f1, fa, ..., fr. polyedral (d.h. epif; ist eine polyedrale Menge - vgl. Defi-

nition der Polyedralitit im Abschnitt 1.4.1 der Grundvorlesung” Optimierung
I”). Wenn (NE_ydomf;) N (N2, i domf;) # 0, dann gilt Vo € R™

OF (z) = 0f1(x) + 0fa(x) + ... + Of ().
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Beweis. 1. Sei x € R™. Wenn bei wenigstens einem iy die Menge df;, = 0,
dann ist >;" | 8f;(z) = 0 und Behauptung (7) gilt.
Sei deshalb Vi = 1,2,...,m die Menge dfi(z) # 0. Sei a € 331", 0fi(x).

Dann existieren a' € dfi(x),i =1,2,....m,soda a = >/, a'.

a’ € dfi(x) bedeutet: fi(y) — fi(z) >< a’,y —x >,Vy.

= Zfl(y) - Zfl(x) Z< Zai,y - >anU S Rn7
i=1 i=1 i=1

d.h. F(y) — F(z) >< a,y —x >,Vy € R", was a € 0F(x) bedeutet und

damit gilt (¢) auch in diesem Fall.

2. Wir zeigen (4¢) nur fiir den Fall &k = 0.

(a) Mit Hilfe der Folgerung 2.16 kénnen wir die Behauptung unter der

verschérften Voraussetzung N7 ,int domf; # () sofort zeigen.

Wir setzen dazu
{ D =N ,int domf;,

F(z) =322, 0fi(w).

Dann ist D offen, F : D — 28" eine PMA. Nach Teil (i) ist F(z) C
OF (z),VYx, d.h. F C OF.
Nach Satz 2.4 ist F(z) # 0,Vz € D.

Unter Hinzuziehung von Folgerung 2.8 ergibt sich aus Behauptung
(2) von Satz 2.11, dafl F eine abgeschlossene PMA ist. Damit sind
alle Voraussetzungen der Behauptung (4) von Folgerung 2.16 erfiillt
und es gilt damit OF (z) = conv(F(x)),Va € R™.
Da aber jedes 0f;(x) eine konvexe Menge ist (vgl. Satz 2.4), so ist
F(z) = >.i", 0fi(z) eine konvexe Menge und damit conv(F(z)) =
F(x). Also gilt (7).

(b) Im Falle N ri domf; # () zeigen wir die Behauptung per vollstéindi-
ger Induktion nach m.
Wenn wir sie fiir m = 2 bewiesen haben, dann ist einerseits die In-
duktionsbasis gezeigt und der Induktionsschluf} folgt aus den Eigen-
schaften, daB (ri domfxy1) N (NE_,)ri domf;) = NEHlri domf; und
da damit nach der Induktionsbasis

k

k k
3(fk+1+z fi)(z) = 5fk+1($)+3(z fi)(z) = 3fk+1(96)+z ofi(z),

i=1 i=1

wobei die letzte Gleichung aus der Induktionsannahme folgt.

Es sei deshalb m = 2, d.h. F(z) = fi(z) + f2(x). Behauptung (%)
ist aufgrund der bereits bewiesenen Behauptung (i) gezeigt, wenn wir
nachweisen, daf§ aus a € OF (z) folgt a € Of1(x)+ 0 f2(z). Sei deshalb
x €R", a € OF ().
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Wenn z ¢ domf; Ndomfa, dann gilt OF(x) C F(x). Sei deshalb im
weiteren z € dom f; N domfo.

Wir setzen

Cy :=domf; — {z}
Cy :=domfy — {z}
ay) = filr+y) - filz)- <a,y>
92(y) := fo(x) — f2(z +y)
Gy) =a1(y) — 92(y)
= filz+y)+ L2z +y) — (fi(z) + fo2))— <a,y >.

Nach der letzten Bemerkung aus Abschnitt 1.9 sind Cy; und Cy kon-
vexe Mengen.

Wir haben

g1 : C1 — R, g1 auf Cy konvex

g2 : Cy — R, go auf Cy konkav

0e 01,91(0) =0

0e 02,92(0) =0

riCy NriCy = ri domf; Nri domfy — {z} # @ laut Voraussetzung
0G(y) = OF(x 4+ y) — a, was man direkt aus der Definition
des Subdifferentials erhalten kann(d.h. ohne Benutzung

der Behauptung (ii) des Satzes).

Damit ist 0G(0) = 0F(x) — a.

Weil a € 0F (), so ist 0 € 9G(0).

Da G(y) eine auf Cq N Cy konvexe Funktion ist,

so bedeutet 0 € 9G(0)nach der Definition des Subgradienten
G(y) > G(0),Vy € C1 N Cs.

Also haben wir
91(y) > g2(y), Yy € C1 N Cy.

Damit sind alle Voraussetzungen von Hilfssatz 2.3 erfiillt. Es existiert
deshalb eine affin-lineare Funktion I(y) =< b,y > 4+ mit

{ g1(y) > U(y),Vy € Cy
g2(y) < l(y),Vy € Ca.

Da z € domf; Ndomfs,, so ist 0 € C; N Chs.

Aufgrund ¢1(0) = g2(0) = 0 ergibt sich = 0. Damit bedeuten die
Ungleichungen, daf3

{ filr+y) = fi(z)— <a,y >>< b,y >,Vy € (domf; — {r})
fa(z) = fo(z +y) << by >,Vy € (domfs — {z}),

d.h.
fi(z) = fi(z) ><a+b,z—x >,Vz € domf,
fa(x) — fa(2) << b,z — 2 >,Vz € domfs.
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Damit ist

fiz) = filz) ><a+b,z—x > VzeR"
f2(2) = fa(x) >2< b,z —x >,Vz € R",

was bedeutet
(a+0b) € 0f1(x)
—be dfs (.73)

Daraus ergibt sich aber a € (0f;(z) + df2(x)), w.z.b.w.
g

Bemerkung. 1. Die Voraussetzung aus (ii) des Satzes ist relativ schwach.
Dazu iiberzeuge man sich, dafl dom f; Ndom fy # () genau dann gilt, wenn
f1 + fo nicht identisch +o0 ist. Bei F' = f; + fo = +oo ist OF (z) = 0,
Vz € R™. Deshalb ist domf; Ndomfy # @ eine Minimalforderung dafiir,
da OF (x) = 0f1(x) + Ofz(x) fir alle z gelten kann.

2. Auch unter der Voraussetzung

dz € N2, dom f; mit der Eigenschaft (2.4.5)

f1, f2, -, fm—1 sind in T bzgl. R™ stetig o
1483t sich die Gleichheit aus (i) zeigen (siehe z.B. Theorem 6.6.7 in P.-J.
Laurent: Approximation of Optimization, Hermann, Paris 1972).

Mit Satz 2.25 der Grundvorlesung ” Optimierung I” hatten wir gezeigt, dafl
die obere Einhiillende konvexer Funktionen wieder eine konvexe Funktion ist.
Da diese Hiillenoperation eine wichtige Quelle des Entstehens von nichtdiffe-
renzierbaren konvexen Funktionen ist, ist die Berechnung des Subdifferentials
solcher Funktionen von Interesse.

Satz 2.19. Sei Y C R™ eine kompakte Menge. Vy € Y sei p(-,y) : R® — R
eine konvexe, eigentliche und im folgenden Sinne unterhalbstetige Funktion: aus
8 — x folgt o(x,y) < lim,_,  @(x*,y). Es sei Yy € Y D = domgp(z,y),
wobei D eine konvexe, offene Menge sei. Vax € D sei ¢(x,y) beziglich y auf Y
oberhalbstetig (d.h. fiir y* — y ist (z,y) > limy_ o0 (x,9*)). Dann gilt Vo € D

fir f(z) = maxyey ¢(z,y), daf$
8f(13) - Conv(UyEY(z)am@('ra y))7
wobei

Y(z) = {y €Y 1 p(z,y) = rzneagw(x,Z)} :

Beweis. Es sei zusiitzlich vorausgesetzt, dal ¢ auf D x Y stetig bzgl. des
vereinten Arguments [z, y] ist.
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1. Wir setzen F'(z) = Uyey (2)0z0(7,y), F': D — 2R",
Als erstes iiberpriifen wir, dafl F' eine abgeschlossene PMA ist.

Dazu sei x € D und a € R™ gegeben und Folgen {xk} C D sowie {ak}
mit z = limy_. 2%, ¥ € F(2*), Vk und a = limg_.o a®. Zu zeigen ist
a € F(x).

a® € F(z%) bedeutet, es existiert ein y* € Y (2%) so, daB a* € d,p(z*, y*).
Nach Definition von f und Y () haben wir p(z*,y*) = f(z*).

Da {yk} C Y und Y kompakt, so kénnen wir 0.E.d.A. annehmen, daf}
Jy € Y und Flimy_ o y¥, wobei y = limy,_, o y*.

Da wir ¢ als stetig angenommen hatten, so haben wir (2%, y*) — ¢(z,y)
bei k — oo.

Nach Satz 2.25 der Grundvorlesung ”Optimierung I” ist f auf D konvex.
Nun ist aber D eine offene Menge, € D. Somit ist f nach Folgerung
2.8 in z stetig, d.h. f(z¥) — f(x). Da aber f(z*) = ¢(2*,y*) — o(z,y),
so muBl f(x) = ¢(x,y) sein, d.h. y € Y(x) gelten. Schliefllich gilt nach
a® € O, (2%, y*) daB

o(z, ) — p(a®, y") >< aF 2 — 2* > V.

Fiir fixiertes z erhalten wir fiir & — oo (da ¢ stetig bzgl. [z,y], < -,- > -
stetig), daf

o(z,y) —(x,y) >< a,z —x >,Vz,

was a € dp,(x,y) bedeutet. Zusammen mit y € Y (z) heifit das a € F(x).

2. Wir zeigen, dafl ' C 0f (d.h. F(z) C 0f(x),Vz). Essei x € D, a € F(x).
Per Definition von F existiert ein y € Y (x), so dal a € 9pz(z,y) und
f(z) = o(x,y). Damit haben wir (f(z) = maxy,ey p(z,w) > ©(2z,7))

f(z) = f(@) > p(z,y) — p(z,y) >< a,z —x >,Vz,
d.h. a € 0f (x).

3. Folgerung 2.16 (Behauptung (4) der Folgerung anwenden) ergibt 0f(z) =
convF(z).

O

Folgerung 2.20. Seien fi, fa, ..., fm : R* — R konvezxe, eigentliche Funk-

tionen, wobei domf; = D, Vi und D eine offene Menge des R™ sei. Sei f(x) =
maxi<;<m fi(z). Dann gilt

f (x) = conv(Ujcr(2)0fi(x)),Yo € D.

Hierbei bezeichnet I(x) = {i: fi(x) = f(z)}.
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Bemerkung. 1. Die konvexe Hiille ist die Menge aller endlichen konve-
xen Linearkombinationen (Satz 2.5 der Grundvorlesung ” Optimierung I”).
Deshalb 148t sich die Behauptung der Folgerung auch wie folgt aufschrei-
ben:

of (x) = Z Na' s a' € Ofi(x), N > 0,Vi € I(x), Z =1

icl(z) i€l(z)
2. Wir betrachten das Beispiel
f(z) = max {|z],e*” — 1} .

Mit fi(z) =z, fa(x) = —x, f3(z) = e**—1 haben wir f(z) = maxi<;<3 fi(z).
Da I(0) = {1,2,3}, so ist

Af(0) = conv {V f1(0), V f2(0), V f3(0)} = conv {1, —1,2} = [~1,2].

3. Sei f(x) = maxi<i<m {< at, x> —bi}, z € R". Nach der ersten Bemer-
kung zu Satz 2.9 ist 0fi(z) = {a'}. Mit I(z) = {i:< a’,z > —b; = f(2)}
ergibt die Folgerung, dafl

Of (x) = conv {ai}iel(z) .

Wie Satz 2.26 der Grundvorlesung ” Optimierung I” aussagt, ergibt die Su-
perposition konvexer Funktionen wieder eine konvexe Funktion, wenn die dufle-
re Funktion noch Monotonieeigenschaft hat. Deshalb steht die Frage nach einer
Formel fiir das Subdifferential solcher zusammengesetzter Funktionen. Es geht
also um die Verallgemeinerung der aus der Differentialrechnung bekannten Ket-
tenregel.

Zur Herleitung dieser verallgemeinerten Kettenregel benttigen wir zwei Hilfs-
aussagen.

Hilfssatz 2.21. Seien C1,Cy,...,Cy C R™ konveze Mengen. Sei P C R,
P - konvex. Beip € P sei p = [p1,p2, ..., Pm|. Dann ist

m
C= UpGP(ZPiCi)
i=1
eine konvere Menge.

Beweis. Seien z,y € C, A € (0,1). Dann existieren p = [p1,p2, ..., D], ¢ =
(41,92, -y @] € P und a*,b* € C;, i =1,2,...,m, so daf}

= E pia', y= E qib".
i=1 =1
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Wir setzen
r:=Ap+ (1—MNg
1= {Z Ty > 0} .

Bei i ¢ I ist dann p; = ¢; = 0 (weil A > 0,1 — A > 0 und r; > 0, sowie
Pi, q; Z OaVZ)
Wir haben dann

Ae+ (1= Ny =Y Apia’ + Y (1 —Ngb'
i=1 i=1

:Zri(i?iai_’_ (1- szz ZTzCz Zrl C; CcC,

iel v iel

womit die Konvexitdt von C bewiesen ist.

Die hier aufgeschriebenen Inklusionen begriinden sich wie folgt:

Fiir v; = >‘Tp = m haben wir bei ¢ € I, dal 0 < 7; < 1, da
A€ (0,1), p; >0, ¢; > 0. Nun ist aber

it (L=Na= i (1=Na _ (1=Nag
Api + (1= Mg Api + (1= Nai ri

1=y =

Weil a’,b' € C; und C; konvex, so muf} (’\pla + 0Nas )‘)ql b') € C; gelten.
SchheBhCh sind p,q € P. Aufgrund der Konvex1tat von P ist deshalb r =
(Ap+ (1= X)q) € P, woraus per Definition von C folgt, da ., r;C; C C. D

Bemerkung. Nach Satz 2.2 der Grundvorlesung " Optimierung I” ist /" | =
eine konvexe Menge (selbst wenn p; > 0, Vi nicht gelten wiirde), aber, wie be-
kannt, die Vereinigung konvexer Mengen ergibt im allgemeinen keine konvexe
Menge.

Fiir konvexes, differenzierbares f : R — R ist bekanntlich die erste Ab-
leitung f’ eine monoton nichtfallende Funktion (vgl. Satz 2.29 der Grundvor-
lesung ”Optimierung I”). Wenn f selbst monoton nichtfallend ist, dann mufl
(vgl. Grundkurs Analysis) f’ nichtnegativ sein (unabhingig von der Konvexitét
von f). Das Analogon gilt fiir den Subgradienten einer konvexen, monotonen
Funktion:

Hilfssatz 2.22. Sei U C R™, U - eine konvexe, offene Menge. Sei  :
U — R eine konvexe, monoton nichtfallende Funktion (letzteres bedeutet: aus
ul,u? € U mit ut < u? folgt p(u') < p(u?)). Dann gilt
Op(u) C R, Vu € U.
Beweis. Seiu € U. Sei p € Op(u). Per Definition des Subgradienten ist dann

p') —p(u) ><pu’ —u>Yu' €U (2.4.6)

iCi
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Fiir @ > 0, o geniigend klein ist (u — ae’) € U (weil U als offen vorausgesetzt
wurde). Somit haben wir einerseits aufgrund der Monotonie (da u > u — ae’)
und andererseits nach (2.4.6), da8

02 p(u - ac) — p(u) 2< p,—ac’ >= —ap;,
woraus p; > 0 folgt. Somit ist p > 0. |

Satz 2.23 (Kettenregel). Es seien g1, gs, ..., gm : R” — R konvexe, eigent-
liche Funktionen mit D = dom(g;), i = 1,2, ...,m. Hier sei D eine offene Menge
des R™. Wir bezeichnen mit g = [g1, go, ..., gm| die Vektorfunktion g : D — R™.
Es sei ¢ : U — R, wobeit U C R™, U - eine konveze offene Menge des R™ mit
der Eigenschaft g(D) C U ist. ¢ sei auf U konvex und monoton nichtfallend.
Dann gilt fir f(x) = p(g(x)), daff

8f(x) = Upeacp(u)(zpiagi(m)),VZ' € D.

i=1
In dieser Formel wurde p = [p1,D2, ..., Pm], u = g(x) gesetzt.

Beweis. 1. Wir setzen

F(l‘) = UpE&p(u)(Z piagi(x))a
i=1

mit u = g(x). Dann ist F eine PMA, F : D — 28",
2. F ist konvexwertig, denn
- nach Satz 2.4 ist Op(u) eine konvexe Menge, welche nach Hilfssatz 2.22
im R liegt,
- da die Odg;(x) ebenso nach Satz 2.4 konvexe Mengen sind, so ist nach
dem ersten Anstrich und Hilfssatz 2.21 F(z) eine konvexe Menge.

3. F ist eine abgeschlossene PMA, denn

- nach Satz 2.11 sind dg; und Jp abgeschlossene, lokal beschriankte PMA
(da D und U offen sind, so sind die g; und ¢ als konvexe Funktionen
auf ihren Definitionsgebieten stetig (vgl. Folgerung 2.8)),

- nach Folgerung 2.12 und Satz 2.4 sind alle beteiligten Subdifferentiale
kompakte Mengen,

- mit diesen Eigenschaften iiberpriift man die Definition der Abgeschlos-
senheit einer PMA bei der PMA F'.
4. Wir zeigen, dal F' C Jf.

Esseiz € Dund a € F(z). Dann existiert ein p € dp(u), p = [p1,p2, -, Pm)
0 (was nach dem ersten Anstrich von 2. gilt), so daBa = Y/, p;a’. Hierbei
sind a’ € dg;(x) und u = g(z).

>
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Fiir y € D gilt dann
fy) = f(z) = ¢(g9(y)) — ¢(g(z))

>< p,g(y) sz (9:(y) — gi())

m
EZpi <ai,y—m>:< Zpiai,y—x>:< a,y—1x>.
i=1 i=1

Folglich ist a € f (x).

Die vorkommenden Ungleichungen gelten, weil p € dp(u), u = g(z) bzw.
weil a® € dg;(z),i=1,2,....,m

5. Die vierte Behauptung von Folgerung 2.16 beweist, dafl nach 3. und 4.
gelten mufl 0f = convF. Nach 2. ist aber F' = convF, was den Beweis
abschliefit.

O

Bemerkung. 1. Wir erwdhnen nochmals, dafl unter den Bedingungen von
Satz 2.23 die Funktion f(z) = ¢(g(x)) auf D konvex ist(vgl. Satz 2.26 der
Grundvorlesung ”Optimierung I”).

2. Wenn ¢ in u = g(z) differenzierbar ist, so haben wir nach Satz 2.9 (weil U
. dp(u) Odp(u dp(u
offen), dal dp(u) = {Vp(u)}. Mit V(u) = | gﬁl), 5’152), vy 6“‘;( )] ergibt
unser Satz, dafl

af (z) = 8g—$)6g¢(x).

i=1

3. Wenn zusétzlich zur Annahme der zweiten Bemerkung noch alle g; bei x
differenzierbar sind, so ist dg;(z) = {Vgi(z)}, i =1,2,...,m (weil D offen)
und wir erhalten

= i = Vo(u)G(2),
wobei V)
aw=| O
— Vgm (x) —

d.h. die Formel des Satzes geht in die aus der Analysis-Vorlesung bekannte
Kettenregel der Differentialrechnung iiber.

Nach Satz 2.27 der Grundvorlesung ”Optimierung I” ist fiir die Konvexitét
von f(x) = p(g(x)) die Monotonie von ¢ nicht erforderlich, wenn ¢ eine affin-
lineare Vektorfunktion ist.

Eine abgeriistete Variante des Beweises von Satz 2.23 liefert fiir den erw#hn-
ten Fall einen Beweis von folgendem Satz 2.24
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Satz 2.24. Es sei ¢ : R™ — R eine konveze, eigentliche Funktion, wobei
U := domyp eine offene Menge des R™ sei.
Sei A eine Matriz vom Typ [m,n], b € R™. Dabei sei

D:={zx e R": (Az +b) € domyp} # 0.
Dann gilt fir f(x) = p(Axz +b), daff Yz € D

Of(x) = Op(u) - A={pA:pedpu)}.
Hierbei wurde u = Az + b gesetzt.

Bemerkung. 1. Wenn ¢ konvex und eigentlich, dann gilt fiir f(z) = p(Ax+
b) generell nur: Wenn (Az +b) € domp, dann ist Op(u)- A C df(z). Wenn
dome zusétzlich noch offen ist, dann garantiert Satz 2.24 die Gleichheit.

2. Wenn zusétzlich zu den Annahmen der ersten Bemerkung noch gilt ¢ ist
polyedral (d.h. ¢ ist obere Einhiillende von endlich vielen affin-linearen
Funktionen), dann ist fiir  mit (Az +b) € domy stets Of (x) = dp(u) - A.

Abschliefende Bemerkung zu den Rechenregeln: Wir beobachten eine starke
Analogie zu den Rechenregeln der Differentialrechnung. Leider folgt aus f1, fo
konvex im allgemeinen nicht, daf} f; - fo bzw. f—; konvex sind. Deshalb sind fiir
das Produkt und den Quotienten konvexer Funktionen Subdifferentialformeln
i.a. nur unter relativ einschrédnkenden Voraussetzungen moglich.

2.5 Weitere Rechenbeispiele zur Subdifferenti-

alrechnung
2.5.1
f(@) = max {Jal, |z — 1]}, € k.
Wir setzen
fi(z) = |z[, fo(z) = |z —1].
Damit ist

R BRI ACES B S

z, x<0 —xr+1, <1

domf; =R,i=1,2.
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-3 -2 -1 o w2 1 2 3

xr, T 2>
Nach Folgerung 2.20 haben wir V2 € R 0f(x) = conv(U;es(5)0fi(x)), wobei

I(x) = {i: f(z) = fi(z)}.
In Anwendung auf f; und fy ergibt dieselbe Folgerung

N[00 =

1, z>0
ofi(x conv {—1 1} x=0
z <0
bzw.
1, =z>1
Ofa(x conv {—1 1} r=1
1, z<1
Da
2}, z<jy
@)= {12}, =1,
{1}, x>§
so ergibt sich
-1, r<i
Of(x) =< conv{-1,1}, 3::i
1, x>§

2.5.2

F(z) = f(@) + > M;max {0, gi(x)}

i=1
wobei f, g; auf dom f bzw. domg; konvex und stetig sein sollen, M; > 0, Vi (vgl.

Abschnitt 1.3 ”Exakte Strafen”).
Wir setzen

folz) = f(=),
fi(z) = M; max{0,¢;(x)}, i =1,2,...,m.
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Wenn (ri domf) NN, (ri domg;) # (), dann ist nach Satz 2.18
OF (x) =Y 0fi(x).
i=0

Fiir ¢ > 1 ergibt sich nach Folgerung 2.20

{0}, gi(z) <O
Ofi(z) = conv {0, M;0g;(x)}, gi(z)=0
' M;0g;(x), (gi(z) > 0)A (z € domg;)
0, z ¢ domg;.

Fiir 0fp haben wir

_ 0, =¢domf
0fo(z) _{ Of(x), =z € domf,

wobei es sich erweisen kann, daf fiir x € (domf \ ri domf) ebenfalls 0f(z) = 0
(vel. Satz 2.4).
Wir setzen

Iy(z) ={i: 400 > g;(z) > 0}
I3 {i:2 ¢ domg;} U{0:x ¢ domf}.
Wir erhalten

@, Ig(%) 75 0
OF(z) = Of(2) + Xicr,(x) MiOgi(2)
+ 2 ien @ conv {0,9g:(x)},  Is(x) = 0.

2.5.3

fA) =sup{<c,z >+ <\ Ax—b>: Bxr=d,x >0}

(vgl. Abschnitt 1.7 ”Duale Dekomposition”) B
Hier sei A eine Matrix vom Typ [m,n]. Dann ist i.a. f: R™ — R. Um Satz
2.19 zur Anwendung bringen zu kénnen, wollen wir annehmen, daf§ A € int dom f

und
X:={zxeR":Bx=d,z >0}

nichtleer und beschrankt ist.
Wir haben, dafl

plz, ) =<cx>+<\Ax—b>
konvex bzgl. A und stetig bzgl. [z, A] ist. Deshalb ist nach Satz 2.19

Of(N) = conv(Ugex(x)(Az — b)), (2.5.1)
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wobel

XA ={zeX: fN)=<cx>+<\Azr—-b>}.
Wenn wir eine optimale Losung z* der f()\) definierenden Aufgabe
sup{p(z,\) 1z € X}

berechnet haben (d.h. z* € X())), dann ist also (Ax* — b) ein Subgradient von
f an der Stelle .
Wir wollen zwei Bemerkungen zu Formel (2.5.1) anfiigen

1. In unserem Falle vereinfacht sich Formel (2.5.1), denn X (\) ist eine kon-
vexe Menge und damit ist das affin-lineare Bild U,cx(x)(Az — b) dieser
Menge ebenfalls konvex.

Deshalb ist das ”conv” in (2.5.1) iiberfliissig.

2. Man kann zeigen, dafl Formel (2.5.1) auch fiir nichtbeschrinktes X sowie
fiir A € (domf) \ (int domf) wahr ist (vgl. z.B. Vorlesung ” Dekompositi-
onsverfahren”).

254

fly) =inf{< ¢,z >: Ax <b— By,z > 0}
(vgl. Abschnitt 1.8 ” Primale Dekomposition” ) Um Beispiel 2.5.3 zur Anwendung

bringen zu kénnen, nehmen wir an, dafl

{ y € int domf und daf (2.5.2)

Z={2€R™:zA+c¢>0,z> 0} eine beschrinkte Menge ist.

Bei y nach (2.5.2) ist nach der Dualitétstheorie der linearen Optimierung (vgl.
3.Bemerkung im Abschnitt 4.3. der Grundvorlesung ”Optimierung I”)

f(y) =max{< z,b— By >:z¢€ Z}.

Das in 2.5.3. durchgerechnete Beispiel 148t sich folglich auf Beispiel 2.5.4 an-
wenden und wir erhalten

0f(y) = — Usez(y) 2B,

wobei
Zy)={2€Z: f(y)=<zb—By>}.
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Kapitel 3

Optimalitatskriterien

3.1 Die allgemeine konvexe Aufgabe

Gegeben seien
CCcR",
f:R* - R,
C - konvex, sowie f eine eigentliche konvexe Funktion.
Wir betrachten die Aufgabe

{ #(z) — min

z e C.

(3.1.1)

(3.1.2)

Satz 3.1. Seien die Bedingungen (3.1.1) erfiillt. Auflerdem sei ri domf N
riC # (0. Dann gilt: z* € CNdomf ist global-optimale Lisung von (3.1.2) genau

dann, wenn existiert a € 9f(x*), so daff < a,z —x* >> 0, Vo € C.

Beweis” =7 Es sei * € C Ndomf global-optimale Losung von (3.1.2), d.h.

flz) > f(z*),Vz € C.

Wir setzen

fi(z) = f(z) = f(="), C1 = domf,
fZ(x):O, CQZC

(3.1.3)

Nach (3.1.3) gilt dann f1(z) > fa(z), Vo € C1 N C2. AuBerdem ist laut
Voraussetzung riCy N1iCy # 0, f1 auf C; konvex, fo auf Co konkav. Nach
Hilfssatz 2.3 existiert deshalb eine affin-lineare Funktion I(z) =< a,x >
+a, so dafl
filz) > l(z), Ve € Cy
fa(z) <l(z),Vz € Cs.

Da z* € CNdomf = C; NCy und fi1(z*) = fa(z*) = 0, so ergibt (3.1.4),
daB l(z*) =0, dh. a = — < a,2* > bzw. I(z) =< a,z — z* >.

(3.1.4)

63
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Die erste Ungleichung von (3.1.4) lautet also
f(x) = f(z*) >< a,z — 2* >,Vz € domf,

was a € Jf(z*) bedeutet.
Die zweite Ungleichung von (3.1.4) lautet

<a,x—2x2">>0,VreC.

Sei a € 0f(x*) und < a,z —z* >> 0,Vz € C.

Per Definition des Subgradienten ist damit
f(x) = f(z*) >< a,x — 2* >,V € R"™.

Zusammen mit der Voraussetzung < a,z — z* >> 0 bei x € C heifit das
also, daf3

was globale Optimalitidt von z* in (3.1.2) bedeutet.
g

Bemerkung. 1. Die Aussage des Satzes verallgemeinert das aus Theorem

3.1 der Grundvorlesung ” Optimierung I” fiir (3.1.2) mit differenzierbarem
(nicht notwendiger Weise konvexem) f folgende notwendige Optimalitéts-
kriterium < Vf(z*),x —2* >> 0, Vo € C.

Im Falle C = R™ und ri domf # () (was bei konvexem f genau dann gilt,
wenn domf # @, vgl. Satz 2.10 der Grundvorlesung ” Optimierung I” und
letzte Bemerkung im Abschnitt 1.9) bedeutet das Kriterium des Satzes:
0€adf(z*).

Wie in diesem Fall 148t sich das Kriterium des Satzes in vielen weite-
ren speziellen Fillen fir C (zB. C = R}, C = {z:a<2<0b}, C =
{z : Ax =b}) durch eine endliche Anzahl von Relationen ersetzen. Diese
kénnen dann benutzt werden, um z* zu berechnen (das allgemeine Kri-
terium des Satzes beinhaltet eine unendliche Anzahl von zu erfiillenden
Ungleichungen).

Vergleichen Sie hierzu auch Folgerungen 3.2 bis 3.4 aus der Grundvorle-
sung ” Optimierung I”.

Aus der Behauptung des Satzes folgt, dafl im optimalen Punkt x* gilt
flx* 52 —2*) >0,Ve e C.

Beweis. Nach Satz 2.6 ist bei * € domf, r € Lin domf, b € 9f (x*) stets
@ r) ><br>.
Somit ist f/(z*,r) >< a,r >, da a € 9f(z*).

Sei z € C. Wir setzen r := x — z*.
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Wenn r € Lin domf, dann gilt also f/(z*,7) >< a,r >, woraus aufgrund
des Satzes (es ist < a,z — x* >> 0) folgt f'(z*,r) > 0.

Wenn r ¢ Lin domf, dann ist f/'(z*,7) = 400 und damit gilt f'(z*,r) > 0
auch in diesem Fall. O

4. Fir z* € C Nri domf gilt auch die Umkehrung der Aussage der dritten
Bemerkung. Genauer: Wenn fiir ein z € C'Nri domf gilt, daf3

f'(z,x — ) >0,Yz € C,

dann ist Z global-optimale Losung von (3.1.2) und damit existiert nach
Satz 3.1 ein a € 9f(Z), so dafl < a,x — % >> 0, Vz € C.

Beweis. Sei € C Ndomf. Dann ist (x — Z) € Lin domf.
Aus f'(z;x — &) > 0 folgt nach Satz 2.6, daf§
max{< a,z —Z >:a € df(x)} > 0.

Somit existiert ein a = a(x) € df(&), so daB fiir dieses < a,z — T >> 0,
woraus per Definition des Subgradienten folgt, dai f(x) — f(Z) > 0.

Wenn z € C, aber z ¢ domf, dann ist f(x) = 400, weshalb auch in
diesem Fall f(z) — f(z) > 0.

Deshalb ist f(z) > f(z), Vo € C. O

3.2 Aufgaben mit einer konvexen Restriktion

Seien f,g : R® — R konvexe, eigentliche Funktionen. Wir betrachten die
Aufgabe

ff=inf{f(x):g(z) <0}. (3.2.1)

Wir wollen (3.2.1) unter folgenden Annahmen untersuchen:
(V1) (Slaterpunkt): Es existiert ein z € R", so dal g(z) < 0.

(V2) (Losbarkeit): Es existiert ein z* € (domjf N domg), so da g(z*) < 0,
fa®) =1~

(V3) domf Ndomy ist eine offene Menge.
Bemerkung. 1. Unter Voraussetzung (V2) ist die Funktion
F(z) == max {f(z) - ", g(2)}

eine konvexe, eigentliche Funktion, F : R® — R.
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7 =7 Wenn z* optimale Lésung von (3.2.1) ist, dann 1s f(z*
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2. AuBerdem ist F'(x) > 0, Vo € R™, denn wenn g(z) < 0, dann ist = zuléssig

n (3.2.1), woraus f(x) > f*, d.h. f(z) — f* > 0 folgt. Dann ist aber
F(z) > 0. Wenn g(z) > 0, dann ist F(x) > g(z) > 0.

Neben (3.2.1) wollen wir noch die (hypothetische, da wir f* nicht kennen)
Aufgabe
F*=inf{F(z): 2z eR"}. (3.2.2)

betrachten.

3. Unter (V2) ist F* =0, denn Vz € R™ ist F((z) > 0 = F(z*).

4. (3.2.1) und (3.2.2) haben die gleichen optimalen Lisungen.

Beweis.

| | \_/

g(x*) < 0. Folglich ist F(z*) = max{f(z*) — x*)} O_

F(a*) = F*.

7 <7 Sei ¥ optimale Losung von (3.2.2), d.h. F(Z) = 0. Dann ist 0 =

max {f(Z) — f*,g(z)}. Damit ist
{ 9(z) <0
f(@) =<0,

Aus der ersten Zeile folgt aber, da8 f(Z) > f*. Zusammen mit der
zweiten Zeile bedeutet das f(z) = f*. Folglich ist Z optimale Lésung
von (3.2.1).

O

Wir fithren die Punkt-Menge-Abbildung (PMA)

df(x), wenn g(z) <0
G(z) =< conv{df(z),0¢9(x)}, wenn g(z)=0
0g(x), wenn g(x) >0

ein.

Satz 3.2. Es seien (V1)-(V3) erfillt. Dann gilt: x* ist optimal in (3.2.2)

(und damit zulissig sowie optimal in (3.2.1)) genau dann, wenn 0 € G(x*).

Beweis. 1. Nach (V2) ist domF # (. Damit ist auch ri domF # @(vgl.

Satz 2.10 der Grundvorlesung ” Optimierung I”). Somit erfiillt (3.2.2) die
Voraussetzung von Satz 3.1. Deshalb ist (vgl. 2.Bemerkung zu Satz 3.1)
xz* € R™ optimal in (3.2.2) genau dann, wenn 0 € 9F (z*). Wenn wir zei-
gen, daf} fiir ein z* € R™ 0 € 9F(z*) genau dann, wenn 0 € G(z*) gilt,
dann haben wir somit Satz 3.2 bewiesen. Das weisen wir in 3.-4. nach.
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2. Aufgrund von (V3) kénnen wir aus Folgerung 2.20 ableiten, dafl Vz €
(domf N domg)
OF (z) = conv(User(a))0fi(x),
wobei fi(z) = f(z) = f*, fao(z) = g(z), I(z) = {i € {1,2} : fi(z) = F(a)}

gesetzt wurde.
Fiir « ¢ (domf Ndomg) ist OF(z) =0, da F(x) = +oo fiir solche z.

Unter Beachtung, dafl Vo € R™ stets F'(x) > 0 folgt, erhalten wir folgende
Méoglichkeiten fiir (x)

{1}, wenn F(z) = fi(z) > fo(x
I(z)=<¢ {1,2}, wenn F(x)= fi(x)=
{2}, wenn 0 < F(x) = fa(z) > fi(z).

Somit haben wir

Of (x), wenn f(z) — f* > g(x)
OF (x) = ¢ conv{df(x),dg(x)}, wenn f(z)—f*=g(
0g(z), wenn 0 < g(x) > f(x) — f*.

3.7 = 7 Sei 0 € OF(«*). Dann ist nach Teil 1. * optimale Losung von
(3.2.2) und damit (vgl. 4.Bemerkung von oben) auch optimale Ldsung
von (3.2.1). Das bedeutet:

g9(z%) <0, f(z") - [ =0.

(a) Wenn g(z*) < 0, dann haben wir 0 = f(z*) — f* > g(«*), was nach
Teil (2) bedeutet OF (z*) = 0f(2*) und damit ist (wir haben g(z*) <
0) OF(z*) = G(x*). Somit folgt aus 0 € 9F(z*) die Behauptung
0 e G(z").

(b) Wenn g(z*) = 0, dann liegt 0 = f(z*) — f* = g(a*) vor, was nach
Teil (2) bedeutet OF (z*) = conv {Jf(z*), dg(z*)}. Nach Definition
von G ist aber (wir haben g(z*) = 0) G(z*) = conv {9f (z*), dg(x*)}.
Aus 0 € 9F (a*) folgt also wiederum die Behauptung 0 € G(z*).

4.7 <7 Es sei 0 € G(z*).

(a) Wire g(z*) > 0, so wiire nach Definition von G 0 € dg(z*). Nach
Satz 3.1 bedeutet das aber, z* ist optimale Losung der Aufgabe
inf {g(z) : 2 € R"}, d.h. 0 < g(z*) = inf{g(z) : z € R"}. Das wi-
derspricht (V1). Folglich muB g(z*) < 0 gelten.

(b) Wenn g(z*) < 0, dann bedeutet 0 € G(z*) nach Definition von G,
dal 0 € Of (z*).

Da bei g(z*) < 0 nach der Formel fiir OF aus Teil (2) fiir z = 2* nur
die erste Zeile dieser Formel gelten kann, so ist OF (z*) = 0f(x*),
womit aus 0 € 9f(x*) folgt, dal 0 € OF (z*).

Nach Teil (1) bedeutet das aber: z* ist global-optimale Lésung von
(3.2.2).
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(¢) Wenn g(z*) = 0, dann bedeutet 0 € G(x*) nach Definition von G,

daB 0 € conv{9f(z*),0g(z*)}.

Somit existieren ¢ € df(z*), b € dg(z*) und ein A € [0,1], so dal
0 = Aa+(1—A)b. Hier ist der Fall A = 0 nicht mdglich, denn bei A = 0
wire 0 = b € dg(z*), was analog wie im Fall (4.a) der Bedingung (V1)
widerspricht (wir sind im Falle g(2*) = 0).

Somit haben wir A > 0. Auflerdem gilt nach Definition des Subgra-
dienten

fly)— f(z*) ><a,y—z* >, Vy e R",
g(y) —g(x™) >< by — 2" >,Vy € R".
Nach Multiplikation mit A > 0 bzw. (1 — A) > 0 und nachfolgender

Addition der Ungleichungen erhalten wir unter Beriicksichtigung von
g(z*) =0,0=Aa+ (1 - A)b, daBl

AM(y) = Af(@") + (1= Ng(y) = 0,Vy € R"

Somit ist (es ist A > 0)

Fly) = f@7) =2 ———9(), ¥y € R". (3.2.3)
Wenn wir hier als y eine optimale Losung x** von (3.2.1) wihlen (sie
existiert nach (V2)), so ist g(=**) < 0, d.h. —%g(x**) > 0, und
f@™) =fr
Fiir dieses y bedeutet (3.2.3) aber

fF=f@*)>o.

Aufgrund der Zuléssigkeit von z* (wir sind im Falle g(z*) = 0) in
(3.2.1) ist in der letzten Ungleichung eine echte Ungleichheit nicht
moglich. Es gilt also f(z*) = f*, was zusammen mit g(z*) = 0
bedeutet, dafl x* optimale Losung von (3.2.1) und damit auch von
(3.2.2) ist. Nach 1. heifit das aber 0 € OF (z*).

O

3.3 Aufgaben mit endlich vielen konvexen Re-

striktionen

Es seien f,¢; : R® — R, i = 1,2,...,m, wobei alle diese Funktionen im R"

konvex und eigentlich seien.

Wir betrachten die Aufgabe

ff=inf{f(x):9(x) <0,i=1,2,....,m}, (3.3.1)

unter den Annahmen:
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(
(

V1) (Slaterpunkt): Es existiert ein # € R™ mit ¢;(Z) < 0,7 =1,2,...,m.

V2) (Losbarkeit): Es existiert ein 2* € (domf N (N7, domg;)), so daB g;(z*) <
0,i=1,2,....m, f(z*) = f*.

(V3) domf N (N7, domg;) ist eine offene Menge.

Bemerkung. 1. Die Funktion g(z) = maxi<;<m g:(z) ist offensichtlich eine

konvexe, eigentliche Funktion (letzteres aufgrund (V2), ersteres nach Satz
2.25 der Grundvorlesung ” Optimierung 1”).

2. Wir vermerken, dafl g(z) i.a. eine nichtdifferenzierbare Funktion ist (selbst
wenn alle g; differenzierbar sind).

3. Offensichtlich ist
{x eR":¢;(x) <0,i=1,2,....m} ={z € R": g(z) <0}.
Deshalb ist Aufgabe (3.3.1) dquivalent mit der Aufgabe (3.2.1)
§* = inf {f(x) : g(x) < 0}

4. Wir vermerken, daf aus der Giiltigkeit von (V1)-(V3) das Erfiilltsein der
Annahmen (V1)-(V3) aus Abschnitt 3.2 fiir (3.2.1) folgt.

Im weiteren sei I(z) = {i € {1,2,...,m} : g;(x) = 0}.

Satz 3.3. Es seien (V1) — (V3) erfillt. Sei g;(z) in z* stetig fiir Vi =
1,2,....,m. Dann gilt: Die zulissige Losung x* von Aufgabe (3.3.1) ist optimal
genau dann, wenn ezistieren y; > 0 Vi € I(z*) und a° € 0f(z*) sowie a® €

0g;(z*) Vi € I(z*), so daf
0=a’+ Z yia'.

i€l(x*)
Beweis” <7 Es sei gegeben

x* ist zuldssige Losung von (3.3.1)
Es existieren y > 0,Vi € I(z*), sowie
a’ € 8g;(z*),Vi € I(z*) und ein a® € df(x*), so daB

0=0a"+3icp(@m ¥ia"
Per Definition der eingehenden Gréflen gilt dann

fly) = f@*) 2<a’y—a* >, Vy eR"
9i(y) — gi(z™) >< al,y—az* > VyeR"Vie I(z™).

(3.3.2)

Nach Multiplikation der zweiten Zeile mit y; > 0 und Addition aller Un-
gleichungen erhalten wir Vy € R™, dafl

FW) = @)+ Y vy —gia™) 2<a®+ Y yiay—a>.

i€l(x*) iel(xz*)
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Nach der letzten Zeile von (3.3.2) und da g;(z*) = 0 bei i € I(x*) gilt
damit

f) = f@) == > yigiy),Vy e R".

i€l(x*)

Wenn y zuléssig in (3.3.1) ist, haben wir g;(y) < 0, Vi, woraus sich ergibt,
daB f(y) — f(z*) > 0 bei beliebigem zuldssigen y. Folglich ist «* optimal
in (3.3.1).

7 =7 Es sei * optimale Losung von (3.3.1). Nach der vierten Bemerkung vor
Satz 3.3 und Satz 3.2 haben wir 0 € G(z*). Wie in fritheren Beweisen
schon mehrfach gezeigt, ist dann g(z*) > 0 nicht moglich (Widerspruch
zu (V1)). Wir unterscheiden die Fille g(z*) < 0 und g(z*) = 0.

Fall 1:

Fall 2:

g(z*) < 0. Dann ist g;(z*) < 0, Vi. Aufgrund der Stetigkeit der g;
in x* bedeutet das, daf§ z* innerer Punkt des zulissigen Bereichs
von (3.3.1) ist. Dann ist 2* aber auch optimale Losung der Aufgabe
min {f(z) : € R"}. Aufgrund der zweiten Bemerkung zu Satz 3.1
heift das aber 0 € df(z*). Somit existiert ein a® € df(z*) mit a® = 0.
Da im Falle 1 I(z*) = (), so gilt die Behauptung des Satzes im Falle
1.

g(z*) = 0. Die Eigenschaft 0 € G(«*) bedeutet dann
0 € conv{df(z*),0g(z*)}.

Folglich existieren ein A € [0,1] sowie a® € df(x*), b € dg(x*), so
daBB 0 = Aa” + (1 — \)b. Wiire hier A = 0, so wire b = 0. Das ist
aber nicht moglich, denn wire 0 € dg(z*), was (wie oben mehrfach
gezeigt) bedeutet, dal z* optimale Loésung von min {g(z) : z € R"}
wire. Da aber im Falle 2 g(z*) = 0, so steht das im Widerspruch zu
(VD).

Per Definition ist g(z) = max {g;(x) : 1 < i < m}. Deshalb bedeutet
b € dg(z*) nach Folgerung 2.20 (wéhle D = U.(z*), da die g; in
x* stetig, so existiert ein £ > 0 mit U.(z*) C domg;, Vi), dal b
conv(U;er(z+)0gi(x*)). Somit existieren fiir 7 € I(x*) Zahlen A
0 mit Zie[(?c*))‘i = 1 und a" € Jg;(z*), i € I(z*), so daBB b
Zie](z*) Aia’.

Deshalb haben wir

1V m

O=Xa+(1-Nb=Xa+(1-X) Y X\d,
i€l (x*)

wobei \; >0, Vi, 0 < X < 1.
Das ergibt
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Mit yf = %/\i fiir ¢ € I(z*) haben wir y¥ > 0, Vi und es gilt die
Behauptung des Satzes auch im Falle 2.

O
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Kapitel 4

Losungsverfahren fiir die
Aufgabe des freien
Optimums

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Aufgabe

{ /(@) = min (4.0.1)

r € R"

fiir den Fall f: R™ — R, f im R™ konvex. Damit ist dom f = R", aber i.a. wird
f nicht in jedem Punkt des R™ differenzierbar sein.

Wir vermeiden vorerst bewuBt den Fall f : R® — R, weil dann Aufgaben
mit Nebenbedingungen ebenfalls vom Typ (4.0.1) wiren.

Im weiteren bezeichne

fr=inf{f(z):zeR"}
den Optimalwert von Aufgabe (4.0.1) (Vermerke, daf§ f* = —oco moglich ist),
Xt ={zeR": f(x) = [}

die Menge der (global-)optimalen Losungen von (4.0.1) (Vermerke, dafi X* = )
moglich ist).

4.1 Einige niitzliche Beobachtungen (Motivati-
on)

4.1.1 Riickfiihrung auf glatte Aufgaben

Man kann sich von der eventuellen Nichtdifferenzierbarkeit einer konvexen
Funktion befreien und von f in (4.0.1) zu einer geglitteten Funktion F' iiber-
gehen, deren freies Minimum im R"™ mit der Losung von (4.0.1) ibereinstimmt.

73
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Solch ein Ubergang erlaubt, das Minimum von F(x) mit den Methoden der dif-
ferenzierbaren Optimierung zu berechnen. Ein Beispiel solch einer geglitteten
Funktion ist die sogenannte Moreau-Yosida-Regularisierte

F(z) :min{f(y)-F%Hy—sz :yGR”}. (4.1.1)

Hier sei v > 0 eine Konstante.

Wenn f: R" — R, f im R" konvex und eigentlich ist sowie fiir jedes o € R
die Niveaumenge {z € R™ : f(x) < a} abgeschlossen ist, dann ist F'(z) eine im
R™ stetig differenzierbare konvexe Funktion und jede optimale Losung von

(4.1.2)

F(xz) — min
x € R?

ist auch optimale Losung von (4.0.1) und umgekehrt.

Leider erfordert aber jede Funktionswert- und Gradientenberechnung von
F das Losen der F definierenden freien Optimierungsaufgabe (4.1.1) mit einer
i.a. nichtdifferenzierbaren Zielfunktion. Wir wollen auf diesen Weg hier nicht
niher eingehen (siehe z.B. Fukushima, M. and Qi, L.(1996): A globally and
superlinearly convergent algorithm for nonsmooth convex minimization. STAM
Journal on Optimization, vol.6, pp. 1106-1120).

4.1.2 Ein Antisubgradient mufl keine Abstiegsrichtung sein

Fiir ein differenzierbares f ist (—V f(z)) die Richtung des lokal stéirksten
Abstiegs von f im Punkte z und fiir jede positiv definite Matrix D € R™™
ist im Falle Vf(z) # 0 (—DV f(x)) eine Abstiegsrichtung von f in z (vgl
Grundkurs ” Optimierung 11”).

Da wir in den Abschnitten 2. und 3. gesehen hatten, dafi 9f(x) bei kon-
vexen Funktionen das Analogon zu V f(z) bei differenzierbarem f ist, ist es
naheliegend, Analoga zu den Verfahren vom Gradiententyp fiir differenzierbare
Aufgaben, die im Grunde nach der Iterationsvorschrift

2F T = 2k — 0, DLV f(2F)

verlaufen, auch auf unsere Aufgabe (4.0.1) anzuwenden, indem man anstelle von
V f(z*) einen geeigneten Subgradienten von f benutzt.

Wir werden uns in den spéteren Abschnitten davon iiberzeugen, dafl dieses
Vorgehen im Prinzip méglich ist (vgl. Subgradientenverfahren aus Abschnitt
4.2). Hier wollen wir uns davon iiberzeugen, dafl auf diesem Weg einige Schwie-
rigkeiten auftreten.

Ein Blick auf die Formeln fiir das Subdifferential aus Abschnitt 2.4 (vgl.
Satz 2.19, Folgerung 2.20, Satz 2.23, Beispiele aus Abschnitt 2.5) legt es na-
he davon auszugehen, daf wir in einem Iterationspunkt z* nicht das gesamte
Subdifferential von f, sondern nur einen Subgradienten kennen werden.

In den spiter zu beschreibenden Verfahren gehen wir davon aus, dafl wir
zur Funktion f iiber ein sogenanntes ”Orakel” verfiigen. Das Orakel zu f ist
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eine black-box (in der Software-Realisierung eines Verfahrens ein vom Aufga-
bensteller zu lieferndes Unterprogramm), das zu jedem x € R” am Eingang der
black-box am Ausgang die Zahl f(z) und einen Vektor g(z) mit g(z) € 9f(x)
liefert.

Wir wollen uns an einem Beispiel davon iiberzeugen, daf i.a. das vom Orakel
gelieferte g(x) nicht mit einer Abstiegsrichtung von f im Punkte x verbunden
sein muf}, was im Gegensatz zum differenzierbaren Fall steht, denn im letzten
Fall gilt fiir « > 0, « - geniigend klein, dafl

flz —aVf(z)) < f(z),

wenn x keine optimale Losung von (4.0.1) ist.

Beispiel 1:

f(z) = |z — 29| + 0.1 |21 + 29 — 4]

mit z = [z, 22] € R2.

Wir haben domf = R?, f - konvex im R? (vgl. Satz 2.25 der Grundvorlesung
”Optimierung 1), weil

f(z) = max{xy — 2o, —21 + 22} + 0.1 -max{x; + x5 —4,—z1 — 29 +4}.
Offensichtlich gilt

Es sei 2° = [1,1]. Unter Benutzung von Satz 2.18 und Folgerung 2.20 erhalten

wir
o 1] [~1 -1
8f(x)conv{[_1 1 +0.1 1l
Wir nehmen an, das Orakel zu f habe uns fiir 2° = [1,1] den Funktionswert
f(2%) = 0.2 und einen Subgradienten g(z°) = [11} +0.1- [_H = {Oigl}
geliefert.

In der nachfolgenden Skizze sei die Richtung g(2°) im Punkt 2° angetragen.
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Das schraffierte Parallelogramm beschreibt die Menge {z € R" : f(z) < f(2°)}.
Nur Richtungen d, die in 20 angelegt, ins Innere des Parallelogramms zeigen,
sind Abstiegsrichtung von f in z° (d.h. f(2° + ad) < f(2°) bei a > 0, a -
geniigend klein). Wir erkennen, da8 d = —g(z2°) keine Absteigsrichtung von f
in 20 ist.

Anhand der in der Skizze angedeuteten Kreislinie vom Radius H:UO — x*|| mit
Zentrum im Optimalpunkt z* erkennen wir, dafl aber die Punkte 2° — ag(z°)
fiir @ > 0, « - geniigend klein, niher an z* liegen als z° selbst. Wie Hilfssatz 4.1
zeigen wird, ist das eine allgemeine GesetzmiBigkeit. Die Summe 29 — 9 f(2°)

[gﬂ und 21} miteinander verbindet. In der
Skizze ist die Summe als gestrichelte Linie eingetragen. Man erkennt, daf gewisse
in 20 angelegte Abstiegsrichtungen d von f in 2° in die Menge (z° — 9f(2°))
zeigen. Auch das ist nicht zuféllig, wie Hilfssatz 4.2 zeigt.

ist der Abschnitt, der die Punkte

4.1.3 Eigenschaften der Antisubgradienten

Hilfssatz 4.1. Gegeben sei Aufgabe (4.0.1) mit konvexem f, domf = R™.
Es sei f(2°) > f*. Es sei X* = {z € R": f(z) = f*} # 0 und abgeschlossen.
Fir beliebiges g(x°) € df (x°) gilt dann

p(z° — Ag(2®), X*) < p(2°, X*),

wenn nur X > 0, A - gentigend klein.

Hierbei bezeichnet p den Euklidischen Abstand im R™, d.h.
p(A, B) = inf {||z —y|| 1z € A,y € B}.
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Beweis. Sei x* € X*. Dann ist f* = f(z*) < f(2°) und (g(«°) ist Subgra-
dient) f(z*) > f(2°)+ < g(«°),2* — 2° >. Somit haben wir
< —g(z%),2* —2° >>0,vVa* € X*. (4.1.3)
Andererseits ist

[[(2° — Ag(2®)) — a:*”2 = ||z° - :17*”2 + A2 Hg(xO)H2 +22 < fg( 09,20 —z* >

*

- Ha:o — | + A Hg(mo)H2 AN — T ( < —g(x0),2" — 2* >]

02

Nach (4.1.3) ist [A+...] < 0, wenn A > 0, A - geniigend klein. Somit ist fiir solche
A
p(a® = Ag(2°),2%) < p(a°,2%),Va* € X*.

Nach Hilfssatz 2.14 der Grundvorlesung ”Optimierung 17 wird p(z%, X*)
ein einem Punkt #** € X* angenommen (da X* konvex und abgeschlossen).
Nach dem bereits bewiesenen ist p(z° — Ag(2?), 2**) < p(z°, X*) bei A > 0, A
geniigend klein. Um so mehr gilt die Behauptung des Hilfssatzes. ]

Bemerkung. 1. Offensichtlich gilt die Behauptung des Hilfssatzes auch,

[0
wenn wir g(z°) durch % ersetzen.

2. Ein Iterationsverfahren vom Typ

k+1 k 9 (xk) k k
o=\, mit g(z®) € 0f(z") (4.1.4)
o)l
hat folglich eine gewisse Berechtigung, wenn Ax > 0, Ax - geniigend klein
(x*+1 liegt niher an X* als x*).
3. Wird {*} | nach (4.1.4) generiert, so haben wir einerseits ||z"+! — 2*|| =
Ak, Vk. Wir sollten also A in den ersten Iterationen nicht zu klein wéhlen.

Andererseits ist nach (4.1.4)

2+ — 20| = [l — G
lg(®)]|
k—1 k
_ l’k71 >\k: 1 g(‘r ) >\k g('r ) 71;0
lg(z*=1)]| lg(zF)]

k .
0 g(z") 0
=||z" — Ai - —
2 A
weshalb sich [|zFT! — 20| < Zf:o \; ergibt.

Da wir fiir groBere k erreichen wollen, daf ||z*! —
so miissen wir davon ausgehen, dafl Ha:’”l — a?OH nicht gerade klein ist.

b

2| ~ [la* =2

Folglich wird auch Zf:o A; nicht gerade klein sein diirfen.
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Zusammen mit der ersten Bemerkung (A nicht zu klein wéhlen) legt das
nahe, die \; so zu wihlen, daB ;2 A; = oo.

Dabei mufl moglichst A; — 0 bei i — oo gelten, denn \; = Hx“’l — :ﬁH
und wir mochten ja erreichen, dafi 2 — 2* bei i — oo.

In der weiter unten formulierten Konvergenzaussage fiir Verfahren vom

Typ (4.1.4) werden wir die eben formulierten Forderungen an die Schritt-
weiten A\ wiederfinden.

Fiir konvexes f mit domf = R" existiert nach Folgerung 2.2 f/(x°;d), Va° €
R™, Vd € R™.

Definition. Sei f : R® — R, f in 2° in jeder Richtung d € R™ rich-
tungsableitbar. Wenn ein d* € R" mit ||d*|| = 1 existiert, so da§ f'(z%;d*) =
inf { f'(z%;d) : ||d|| = 1}, dann sagen wir, dafl d* Richtung des steilsten Abstiegs
von f in 20 ist.

Bemerkung. Aus der Definition der Richtungsableitung (vgl. Abschnitt
2.1) folgt sofort, daf} fiir kleine A > 0

f(@® +Ad) = f(2°) + X- f/(2%d), Vd.

Das motiviert die Begriffsbildung und wenn f’(z%;d*) < 0, dann ist f(z° +
Ad*) < f(2°) bei A > 0, X - geniigend klein.

Hilfssatz 4.2. Wir betrachten Aufgabe (4.0.1) mit f : R® — R, f im R"
konvex. Es sei f(x°) > f*. Dann existiert in Of(x°) ein Element g(z°) so, dafs
(—g(z%)) Abstiegsrichtung von f in x° ist. Ja, es gilt sogar: Fiir die optimale
Losung g*(x°) der Aufgabe

inf {||a|| : a € 0f(2")} (4.1.5)
15t
G
g9l

0

d.h. —%ﬁg%u ist Richtung des steilsten Abstiegs von f in x°.

0> —[lg*@@")| = f'(=° ) = inf {f'(2%d) : [ld]| =1},

Beweis. 1. Nach Satz 2.4 ist 9f(z") eine nichtleere, konvexe, abgeschlossene
Menge. Folglich besitzt Aufgabe (4.1.5) eine optimale Losung (siehe auch
Hilfssatz 2.14 der Grundvorlesung ”Optimierung I”). Da z° laut Voraus-
setzung nicht optimal in (4.0.1) ist, so ist nach Bemerkung 2 zu Satz 3.1
0 ¢ 9f(a). Folglich gilt ||g*(2°)| > 0.

2. Nach der bekannten Winkeleigenschaft (vgl. Hilfssatz 2.14 der Grundvor-
lesung ”Optimierung 1”) fiir die Projektion (hier g*(2°) eines Punktes
(hier 0) auf eine konvexe Menge (hier 0f(z°)) gilt

<g*(2"),a>> | g*(ar:O)H2 > 0,Va € df(z).
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Nach der Formel fiir die Richtungsableitung (Satz 2.6) gilt somit

g*(z%) ) 1

max < a,—g"*(z%) >

f (2%

g @) T g @) acosizo)
= m < g*($0)7 —9*(330) >
=—|g* "]

Fiir jedes d € R™ mit ||d|| = 1 gilt nach derselben Richtungsableitungsfor-
mel sowie der Ungleichung von Cauchy-Schwarz deshalb

f'(2%d) = max <a,d>

a€df(z0)
> —la -1
> o (ol 1)
=— min |la]
a€of(x)
~— )|
9* (@)
= f/(xo; - )7
llg* ()
__ 9@ s : 1(.0.
d.h. d= ist Losung von inf) g =y f'(z°; d).

llg= ()]

4.1.4 Kein geeignetes Stop-Kriterium

In der differenzierbaren Optimierung ist in Iterationsverfahren fiir (4.0.1)
der Test HVf(xk)H < € ein geeigneter Abbruchstest. Nach Satz 3.1 ist dieser
Test bei konvexer, i.a. nichtdifferenzierbarer Aufgabe (4.0.1) durch

inf {|la]| : a € 8f(a:k)} <e

zu ersetzen.

Da wir in der Regel nicht das vollstindige Subdifferential 0f(z*), sondern
nur ein g(z*) € 9f(x*) zur Verfiigung haben werden (vgl. Abschnitt 4.1.2)
und bei z¥ — z* € X* bei weitem nicht g(z*) — 0 gelten muf (vgl. (4.0.1)
fir f(x) = |o| bei 2* — 0), so wird der Ersatztest ||g(z*)|| < e anstelle
inf {||a]| : a € 0f (2*)} < € i.a. nicht funktionieren.

4.1.5 Klassische Methoden der Schrittweitenwahl versa-
gen
In der differenzierbaren Optimierung wird in den Verfahren vom Gradien-
tentyp (z**! = 2% — ap Dy V f(2*)) die Richtung (—D.V f(z*)) iiblicherweise
als Abstiegsrichtung gewihlt. Darauf basieren dann die Vorgehensweisen, um
eine Schrittweite ay, festzulegen: Cauchy, Armijo, Powell, Goldstein, ....
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Wie wir mit Beispiel 1 aus Abschnitt 4.1.2 belegten, wird i.a. ein g(x) €
Of(x) aber keine Abstiegsrichtung in x sein. Daraus resultiert der Zwang, in der
Nichtdifferenzierbaren Optimierung die Strategie der Wahl von «j weitgehend
vom aktuellen Iterationspunkt #* und der Richtung (—g(«*)) unabhingig(apriori)
zu determinieren (vgl. Verfahren von Shor, Abschnitt 4.2).

Dennoch gelingt es in gewissen Situationen, die im Hilfssatz 4.1 vorausgesag-
te Anniherung an die Optimalmenge zu erreichen. Wenn der Optimalwert f*
von (4.0.1) bekannt ist, dann sichert das z.B. die von B.T. Poljak vorgeschlagene
Schrittweite oy, = L& )=1" l(‘:a,:)ﬂ* .

Hilfssatz 4.3. Gegeben sei Aufgabe (4.0.1) mit f : R™ — R, f im R"
konvex. Die Folge {xk};io werde nach der Vorschrift

k
k+1 _ _k g(x") _
" =2 —ap————k=0,1,2,... (4.1.6)
lg(z)]|
mit g(z*) € df(z*) gewonnen.
Wenn dabei .
2 _ *
0<ay < M,k:@,l,z,..., (4.1.7)
lg(z*) ]l
dann ist ka“‘l —z L k=0,1,2,....

Beweis. Nach dem Beweis von Hilfssatz 4.1 gilt die Aussage des hiesigen
Hilfssatzes fiir {xk};ozo, wenn Vk

[og + ToGoT < —g(z®), 2" —2z* >] <.

(in 4.1.6 ist im Vergleich zu Hilfssatz 4.1 g(2°) durch H (@0 0)” ersetzt worden).
Wird ay, so gewihlt, dafl (4.1.7) eingehalten ist, dann haben wir

2fh) — 1) | 2
lo@OHT g =

[f(a*) = f(a")— < g(a"),a" —a* >]

—g(a),ak — 2* >

[.] <

2
~ llgM)ll

<0.
Die letzte Ungleichung gilt, weil nach Definition des Subgradienten f(z*) >
f@®)+ < g(ak), a* — 2% >. O

4.1.6 Moglichkeit der Konvergenz gegen einen nichtopti-
malen Punkt

Beispiel 2: Man iiberzeugt sich leicht, dafl sowohl fi(x) = 5\/ 9(z1)? + 16(x2)?
als auch fa(z) = 9z + 16|x3| im R? konvex sind. Auﬁerdem ist auch

@) = { fi(x), x> |xo]

fa(x), 1 < |xg]
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konvex im R2. f ist bei = [x1, 7] mit ;1 < 0, 25 = 0 nicht differenzierbar

(aber bei & = [z, z2] mit x; = |z, x # 0, fiir diese Punkte fi(z) = fa(z)).
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In der nachfolgenden Skizze sind die Niveaulinien von f dargestellt.
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Die Folge {a*} "~  werde nach 2"+! := 2% —ayg(a*), k = 0,1, 2, ... gewonnen,

0 ,.0

wobei 20 = [20, 29] so gewihlt sei, daBl 29 > |29] und oy > 0 so festgelegt sei,
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dafl
(" — arg(2")) = min f(z* — ag(z")).

Man rechnet leicht nach, dafl dann alle Iterationspunkte x* = [z%, 4] die Be-
dingung =¥ > |z%| erfiillen, d.h. im ersten und vierten Quadranten zwischen den
Geraden x; = 45 liegen, und daB 2¥ — 0 bei k& — o0o. Deshalb ergibt sich
f(z*) — 0 bei k — oo.

Demgegeniiber ist

ff= lim f(z1,0) = —oc.
T1—00

Fiir die eben benutzten Behauptungen seien die wesentlichen Schritte ihres Be-
weises hier angegeben.

Eine kleine Rechnung ergibt, dafl

Zht = [x]f‘H, xé“] =[(1- 95k)x’f, (1-— 166k)x§],

wobei 2(k)2 2 (k)2
9 16
5, = Tlan) 16 (z3) (4.1.8)
93 (a7)? + 16%(23)?
Daraus ergibt sich
k+1 2|k
16
‘x}c 1' - —@ (4.1.9)
x5t 92 faf|
Da = < 0p < §, Vk, so folgt aus (4.1.8) und (4.1.9) sowie der Annahme 1 <

0 2 k 2 .
|§—é| <, daB 1< |§—é| < 2%, Vk und daB bei 29 > 0, 2§ > 0, stets af > 0,
(=1)*zk > 0, Vk, sowie

. 7 7
2kt < Jlatl o] < glabl vk

Damit sind die obigen Behauptungen bestétigt.

4.2 Subgradientenverfahren von N.Z. Shor

4.2.1 Das Verfahren SGV und seine Konvergenz bzgl. der
Zielfunktionswerte

Seien gegeben
1. ein Startpunkt 2° € R”,
2. eine im R"™ konvexe Funktion f : R" — R,

3. ein Orakel, welches zu x den Wert f(z) und einen Vektor g(z) € 0f(x)
berechnet,

4. eine Abbruchgenauigkeit € > 0.
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Zur Losung von

F* =inf {f(z) : 2 € R"} (4.2.1)

werde folgendes Verfahren SGV betrachtet:

1.Schritt
2.Schritt
3.Schritt
4.Schritt

: Setze k := 0, ¢g := 4o00.

: Teile dem Orakel #* mit und erhalte f(z*) sowie g(z*).

: Wenn Hg(mk)H < g, dann Stop. Andernfalls wiihle ein Ay > 0.
: Setze .
ann R g(mk)
lg(@*)]]

¢r+1 = min { f(z"), o1}
und gehe mit k := k + 1 wieder zum 2. Schritt iiber.

Satz 4.4. 1. Wenn das Verfahren SGV in der k-ten Iteration stoppt, dann

gilt
0< f(a*) = f@) <ella* —a|| Vo € TS, = {z e R : f(2) < f(a")},
d.h. bei Existenz einer optimalen Liosung x* von (4.2.1) gilt u.a.
0< f(zh)—fr<e ||xk —a*|.

Wenn d eine obere Schranke fiir den Durchmesser von Tgk ist, dann gilt

somit
0< f(ab) - f* <ed

2. Wenn die Schrittweiten N\, den Bedingungen

Ak >0, lim A =0, kz_l Ak = +00 (4.2.2)

geniigen und der Algorithmus nie stoppt, dann gilt

lim ¢ = f*.
k—oo

Beweis. 1. Sei Hg(mk)H <e Firze Tgf,c haben wir nach der Subgradienten-

gleichung
0< f(a") = f(z)
<< g(z®), 2% —z >
< llg@"] [l=* —=|

<l 2.

d.h. (1) gilt.
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2. Wir nehmen an, der Algorithmus stoppe nie (z.B. bei € = 0).

Wir vermerken, daf§ limy_, o @ existiert, wenn die monotone Zahlenfolge
{¢r} beschrinkt ist. Andernfalls haben wir ¢ — —oc.

Wir setzen die Zahlen o; wie folgt fest:
A %, wenn f* > —o0,

W= —j, wenn f* = —o00,j7=1,2,....
Es sei ij ={z eR": f(z) < oj}.
Nach Definition von a; ist ij # 0, Vj. AuBerdem ist T]f eine offene Menge,
weil nach Folgerung 2.8 f im R” stetig ist. Schliefllich gilt die Behauptung
limg .0 ¢ = f* offensichtlich, wenn wir nachweisen, daf} Vj in der Folge
{xk}zozo sich ein Element x*/ mit 2% € ij findet.

3. Entgegen dem zu Beweisenden existiere ein jy, so daB z* ¢ TJ]; , Vk =
0,1,2,.... Damit ist f(z*) > ay,. Fiir y € T/ st f(y) < aj,. Folglich ist
fiir beliebiges k

0> f(y) — fa*) =< g(a*),y —a* > .
Folglich ist auch

k
X
IIgExkil Jy—ak ><0,Vk,Vy e T, (4.2.3)

Sei ' € Tj’;. Da TjJ; offen ist, so existiert ein § > 0, so da8 Bs(z') C ijo.

<

il ko (o g9(z"*) / s k f
Wir wihlen y* := (/' +§ ) € Bs(a'). Folglich ist y* € T}, Vk und

lg(zF)I]
damit nach (4.2.3)
k k
< g(a:k) ,x + 6 g(xk) —zF ><0,VE,
lg(=*)] lg(z®)||
d.h. (o)
g\x ’ k
0+ < ———,z' — 2" ><0,Vk. (4.2.4)
lg(@*)]|
4. Da A\ — 0, so existiert ein Index m mit der Eigenschaft
Ak < 0,Vk > m. (4.2.5)
Damit haben wir (nach SGV ist #F! — 2% = —)\k%)
ot = 2| = [+ = ah) + @ — )
= kaH - kaz +2< bttt gk 2k 2 >+ ka - m’”2
g(@®) k 2
=X 2\, < gk > 4 |aF -2
N FES] I+ =<

k
— ka_x/||2_)\k[2< g(x") ,xk—x'>—)\k}.

gz
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Nach (4.2.4) ist damit

a5+ —2'||* < [la* — 2| = Ae(26 = An),
woraus sich nach (4.2.5) ergibt

a5+ — ! ||* < |Jo* — /|| = 57k, VE > m.

Somit ist Vs € N

m-+s m-+s m-+s

St =< Y ot o -8 3 A
k=m k=m k=m

d.h.

m—+s

me+s+1 _ x/H2 < ”mm _ m/||2 —5 Z )\k’
k=m

was nach 3 A\ — oo bei s — 0o den Widerspruch ||z %! — 27| < 0
fiir geniigend grofies s ergibt. Folglich miissen wir unsere Annahme vom
Beginn des Abschnitts (3) fallen lassen.

O
Bemerkung. 1. Wir vermerken, daf} bei Erfiilltsein der Bedignung von Teil
(1) des Satzes f* > —oo gilt, wogegen in Teil (2) des Satzes der Fall

f* = —oo nicht ausgeschlossen ist.
2. Die Bedingungen (4.2.2) des Satzes sind z.B. erfiillt wenn \; nach

Y
A = 0<p<1l,y>0,c>0
k kp-i-C’ p=L7y ,C 2

oder nach

Ak >0,k >2

_ 7
kInk’
gewdhlt wird.

3. Dafl der Wahl der A\ weite Grenzen gesetzt sind, zeigt u.a. folgende Aussa-
ge: Wenn die Zahlen {\; },- | die Eigenschaft (4.2.2) haben und 0 < o < 3,
dann haben auch die Zahlen {\}};~, mit A}, € [aAg, BAx] die Eigenschaft
(4.2.2).

4. In der Praxis wird man Apyj := A so lange wéhlen, so lange sich erweist,
daB f(zFt1) < f(2%) und erst bei Gestortsein dieser Ungleichung zu einem
neuen A\, nach (4.2.2) iibergehen.

5. Im SGV ist es moglich, da eines der z* eine optimale Losung ist, aber
weder der Abbruchtest |g(z¥)|| < e anspricht noch die Folge {z*} von
da an stationdr (z*+5 = 2% s > 1) ist. In solch einem Fall wird aber die
Folge {py} stationir sein.
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Derselbe Effekt wird iiber weite Strecken (d.h. viele Iterationen) auftreten,
wenn eines der z* sehr nahe an der Optimalmenge war.

Deshalb hat auch der Abbruchstest

gpk—<pk+s<5mits>>0

eine gewisse Berechtigung.

6. Der Satz erlaubt eine Aussage iiber die Konvergenz der Funktionswerte.
Um auch etwas iiber die Konvergenz der Argumente z¥ — z* aussagen zu
konnen, miissen schérfere Forderungen an die A bzw. bzgl. der Optimal-
menge gestellt werden. Dazu mehr im Abschnitt 4.2.2.

4.2.2 Konvergenz bzgl. der Argumente
Satz 4.5. In der konvexen Aufgabe (4.2.1) sei die Optimalmenge

X*={zeR": f(x) ="} #0.
Die Folge {a:k}:io sei nach SGV erzeugt worden.
1. Es sei X* auflerdem beschrdnkt. Dann gilt:

(a) Wenn das Verfahren in der k-ten Iteration stoppt, dann gilt
0< f(a") = f* <ep(ah, X).

(b) Wenn das Verfahren nie stoppt und die Bedingungen (4.2.2) aus Satz
4.4 erfiillt sind, dann exisiert limy_, oo p(x%, X*) und es gilt
i. limy o0 p(z%, X*) =0
1. Die Folge {xk} besitzt wenigstens einen Haufungspunkt und jeder
Hiufungspunkt ist eine optimale Losung von (4.2.1).

2. Wenn Bedingungen (4.2.2) aus Satz 4.4 und wenigstens eine der Bedin-
gungen (bl) oder (b2) erfillt sind, sowie das Verfahren nie stoppt, dann
existiert limy_, oo ¥ und es gilt limy, o xz* € X*. Hier sei

(b1) 3221 (Me)? < o0
(b2) X* ist eine lineare Mannigfaltigkeit.

3. Wenn mtX* # 0 und Bedingungen (4.2.2) aus Satz 4.4 erfillt sind,
dann stoppt das Verfahren entweder nach endlich vielen Iterationen, weil
||g(x’“)|| < g, oder es erzeugt nach endlich vielen Iterationen einen Punkt
x® mit der Eigenschaft x* € X* (in diesem Fall ist o = f* und Qpis =
Yk, Vs> 1).

Beweis. 1. Wir wollen hier nur die Ausagen aus (1) untersuchen. Fiir (2) und
(3) sei auf [Beiko, Bublik, Zin’ko] verweisen.
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2. Es sei X* beschriankt. Da nach Folgerung 2.8 f im R"™ stetig ist, so ist
X* eine abgeschlossene Menge. Folglich existiert fiir beliebiges & € R™ ein
¥ =a*(z) € X*, so daBl

p(Z, X*)=inf{|z —z||:x € X"} = ||z — 2" .
Bei Stop nach ||g(z¥)|| < ¢ gilt nach Teil (1) von Satz 4.4, daf
0< f(aF) - f(x) <e sz —a||,vx e T{k ={zeR": f(z) < f(=")}.

k = p(z*, X*) und da

Da zu z" ein z* € X* existiert, fiir das ka —z*

dieses z* € ij s SO gilt
0< f(*) - fla”) < ep(ak, X7).

3. Es sei weiterhin X* als beschriankt vorausgesetzt. Wir zeigen, dafl dann
aus limg_, o szH = 400 stets folgt, daB limy_, f(2¥) = 4o0.

Da X* # () und kompakt ist, so existiert zu z* € X* eine Kugel B,(0)
vom Radius p mit Zentrum in 0, so da8 X* C {z*} + B,(0).

0.E.d.A. kénnen wir hierbei annehmen, daf3
X N ({z*}+5,00) =0 (4.2.6)

(S,(0) bezeichne die Sphére vom Radius p mit Zentrum in 0).
Da S,(0) eine kompakte Menge ist und f im R™ stetig ist, so existiert

fo=min{f(z) :x € {{z"} + S,(0)}}
und ist endlich. Nach (4.2.6) ist aulerdem
f* < fp < 4o0. (4.2.7)

Es sei nun {z*} so gewshlt, daB ||z¥|| — +oc. Dann existiert ein ko, so
da fiir k > ko gilt
sz —z*|| > p. (4.2.8)

k

Wir betrachten die Punkte yk =x* + pi

(B

Fiir k > ko ist dann y* € ({2*} + S,(0)) und somit haben wir nach
Definition von f,

FWF) = fork > ko. (4.2.9)
Nach (4.2.8) ist fiir

0 < ar<1beik > k.
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Aufgrund der Konvexitit von f haben wir damit fiir y* = ag2* + (1 —
ag)z*, dafl

) <o f(2%) + (1 — o) f(2*), k > ko,

weil f(x*) = f*, so haben wir also

f@%zgy@%+fﬂ72ﬁ=§§ﬂwwjﬂ+ﬁ
k _ %
=ﬁ+ﬂi;ﬁﬂuwﬂ—ﬁ>

Unter Verwendung von (4.2.9) erhalten wir somit

||zk: — x*

FEF) = f+ (fo = 1),

woraus nach (4.2.7) und szH — o0 folgt, daB f(z*) — +oc.

4. Wir setzen nun voraus, dafl das Verfahren (SGV) eine unendliche Folge
{x’“}i’;l erzeuge.

Nach Satz 4.4 haben wir limy_.cc pr = f*. Weil ¢ = min;<;<x f(z?), so
existiert folglich eine Teilfolge {xki }21 von {xk}iozl mit der Eigenschaft

lim f(z'*) = f*. (4.2.10)

1— 00

Da f* < 400, so muf nach Teil (3) des Beweises die Folge {||z*: }21

beschrinkt sein. Folglich existiert in {xk}fil eine konvergente Teilfolge
k. \0© s . -

{z '} —q» d.h. es existiert ein z, so daf

kis

lim z"s = 7.

§— 00

Aus der Stetigkeit von f und aus (4.2.10) erhalten wir deshalb

lim f(z") = f(z) = f*.

Damit ist Behauptung 1.(b).ii fiir die so konstruierte Folge bewiesen ({z* }1;“;1

besitzt Haufungspunkt z, z ist optimale Losung). Daf jeder Haufungs-
punkt eine optimale Losung ist, folgert man auf analoge Weise aus

li = f*.
Jm =1
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4.2.3 Negativaussage zur Konvergenzgeschwindigkeit im
algemeinen Fall

Eine Aussage zur Konvergenz eines Verfahrens ist nur die halbe Sache, wenn
nicht gleichzeitig eine Aussage iiber die Konvergenzgeschwindigkeit mitgeliefert
wird.

Zur Sprachverstédndigung seien hier die Definition von linearer, quadratischer
und geometrische Konvergenzgeschwindigkeit wiederholt.

Definition. Es sei {mk}?:l eine Folge mit zF = limj,_ o 2*.

(a) Wir sagen, dafl #¥ — 2* mit wenigstens linearer Konvergenzgeschwindig-
keit, wenn ein ¢ € [0,1) und ein kg existieren, so daf}

41— 2] < g ], & > ko

(b) Wenn die Existenz einer Nullfolge {e4},-, gesichert ist, so daBl

||l’k+1 _ .’I,'*

Sakak—x* L k>1,

so spricht man von {iberlinearer Konvergenzgeschwindigkeit.

(c) Wenn existieren ¢ > 0 und ko, so dafl

lo* —a * k> ko

< cka —z*

so spricht man von wenigstens quadratischer Konvergenzgeschwindigkeit.

(d) Schliellich spricht man von geometrischer Konvergenzgeschwindigkeit, wenn
ein ¢ > 0 und ein ¢ € [0, 1) sowie ein kg existieren, so dafl

ka-‘rl _ x* S qu—k?(), k 2 kO

Bemerkung. 1. Man kann zeigen, daf} (a) dquivalent mit

k+1

Hm —x*

lim sup <1,

koo ||7F — 2|

(b) dquivalent mit
lo*1 — 2]

k—oo ||£Ck — CC*”

=0
und (c) dquivalent mit

N e
limsup “————-~
k—o0 ||£L'k — {E*”

ist.
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2. (b) und (c), (d) sind unébhangig von der gew#hlten Norm. Ob (a) vorliegt
oder nicht, kann von der gew”hlten Norm abhéngen.

3. Generall gilt: quadratischer Konvergenz=- {iberlinearer Konvergenz=- li-
nearer Konvergenz=-geometrischer Konvergenz.

4. Fiir die Aufgabe des freien Optimums einer differenzierbaren Funktion
sind fiir die Verfahren vom Gradienten-Typ. Aussagen iiber lineare Kon-
vergenzgeschwindigkeit bekannt, fiir die gleiche Aufgabe sind fiir Verfahren
vom Newton-Typ Aussagen iiber quadratische Konvergenzgeschwindigkeit
bekannt (sieche Grundvorlesung ”Nichtdifferenzierbare Optimierung”).

5. Fiir das Verfahren(SGV) sind die Aussagen zur Konvergenzgeschwindig-
keit eher schwach. Fiir eine spezielle Klasse von konvexen, nichtdifferen-
zierbaren Funktionen(vgl. z.B. N.Z. Shor: Nondifferentiable Optimization
and Polynomial Problems, Kluwer Academic Publishers 1998) zeigte Shor
geometrische Konvergenzgeschwindigkeit der erzeugten Folge {x*}. Fiir
die Wahl der Schrittweite nach B.T. Poljak (vgl. Satz 4.8)

Satz 4.6. Im Verfahren (SGV) aus Abschnitt 4.2.1 trete nie ” Stop” ein, aber
die Ausgangsfolge {z*}52 | konvergiere gegen eine optimale Losung x*. Dann ist
die Konvergenzgeschwindigkeit i.a. schwdcher als geometrisch.

Beweis. Entgegen dem zu Beweisenden existiere ein kg sowie ein ¢ > 0 und
ein g € [0,1), so dafl

||ackJrl - m*H < ch,Vk > kg.

Da im Verfahren

k
k+1 _ _k _ )\ g(fL' ) Vk
S [P T
so gilt
M= 4 M < @R =0t — @ = a)] < et et - < gt gt
Daraus ergibt sich
0 > ko+1 k
Yo on<e > (g = P SN (4.2.11)
k=ko+1 k=ko+1 1—q

Im Satz 4.4 hatten wir aber EZOZkOH Ar = oo als hinreichend fiir die Kon-
vergenz von (SGV) und in Bemerkung 3 nach Hilfssatz 4.1 mehr oder we-
niger als notwendig fiir die Konvergenz erkannt. Nach (4.2.11) widerspricht
e ko1 Ak = +00 aber der geometrischen Konvergenzgeschwindigkeit. O
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4.2.4 Schrittweitenwahl nach B.T. Poljak

Wir betrachten weiterhin die Aufgabe
f=inf{f(z) : z € R"} (4.2.12)

mit f: R™ — R, f - konvex im R".

Das Shor’sche Verfahren SGV krankt daran, dafl die Schrittweiten Ay sehr
langsam gegen Null gestrebt werden miissen um Konvergenz zu sichern.

Fiir den Fall, daf§ der Optimalwert f* von (4.2.12) bekannt ist vor, die
Schrittweiten nach

fa*) —
\p = (4.2.13)
llg(z*)]]
zu wihlen. Es erweist sich, dafl dann die Konvergenzeigenschaften (praktisch
und theoretisch) des (SGV) giinstiger ausfallen.

Bemerkung. 1. Es gibt durch aus Aufgaben, in denen f* apriori bekannt
ist (z.B. beim Lésen eines losbaren Ungleichungssystems iiber eine Opti-
mierungsaufgabe, vgl. Abschnitt 1.5).

2. In vielen Fillen ist zwar nicht f*, aber eine Schadtzung fiir f* bekannt
(vgl. die Beispiele aus den Abschnitten 1.2-1.8). Wir werden weiter unten
wie man dann mit A nach (4.2.13) umgehen kann.

3. Fiir den Fall n = 1 wollen wir eine geometrische Motivation fiir die Wahl
der Schrittweite nach (4.2.13) herleiten.

8

r / |

o A ]
\ [0(¢),-1]

o |
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k *
Wir haben einerseits tana = % Andererseits gilt fiir den mit der

Stiitzhyperebene verbundenen Subgradienten (vgl. geometrische Deutung
k
des Subgradienten aus Abschnitt 2.2.1) tan o = @.
Aus .
G

_ k
:Ek . karl - g((E )

ergibt sich f(aF) — f* = (2 —2F*+1)g(2*), woraus wir nach Multiplikation
mit g(x*) erhalten (f(z*) — f*)g(z*) = (2% — 28T 1) g2 (2%), d.h.
P gk f(a) = f* g(a®) I g(z*) '
lg(@*)] g (") lg(z")]
Die Schrittweitenwahl nach (4.2.13) entspricht somit der Wahl des néchsten
Iterationspunktes ¢! als einen Punkt, auf dem die Stiizthyperebene in
2* an f(z) das Niveau f* erreicht.

Satz 4.7. Gegeben sei Aufgabe (3.8.1) mit f : R® — R, f - konvez. Es
sei die Optimalmenge X* ={z : f(z) = f*} # 0. Auf (3.3.1) werde (SGV) aus
Abschnitt 4.2.1 mit

kY _ fx
IR

lg)1 "

Ak =

angewendet.
Dann gilt:

(i) Wenn das Verfahren in der k-ten Iteration stoppt, dann gilt
0< fa®) = f* <ep(a, X*).

(ii) Wenn das Verfahren nie stoppt, dann existiert limy,_.o f(2*) und es gilt
limy o0 f(2%) = f*. Auflerdem existiert dann eine Teilfolge der Ausgangs-
folge {a:k}:il die gegen ein x* € X* konvergiert. Wenn X* ein elementig
ist, dann konvergiert die Folge {xk}Zozl selbst gegen die optimale Lisung

*

T,

Beweis. 1. Teil (i) der Satzaussage beweist man ebenso wie wir Teil (i1)
des Satzes 4.5 bewiesen haben, da die Wahl der Schrittweite dort ohne
Bedeutung war und da der Abstand p(z*, X*) auch dann existiert, wenn
X nicht beschréankt ist.

2. Wir zeigen, daf f* = limy_. f(2¥), wenn das Verfahren nie stoppt.

(a) Wir betrachten zuerst den stationéren Fall. Genauer: Es sei A, = 0.
Dann ist f(z*°) = f* d.h. 20 ist eine optimale Lésung und (im
Gegensatz zur generellen apriori-Wahl der Ag) merken wir das auch,
denn dann ist zFot! = zFo was nach sich zieht, daB

flabott) — -

AR P



4.2. SUBGRADIENTENVERFAHREN VON N.Z. SHOR 93

Somit ist A\, = 0, 2% = z*o, Vk > ko, d.h. die Behauptung f* =
limy_ o f(2%) ist erfiillt (vermerke, dal durch unsere Vorgehenweise
g(@F) #0, Vk > ko).

Es sei deshalb im weiteren z* ¢ X*, Vk, d.h. A\, > 0, Vk.

Wir fixieren ein z* € X* (existiert, da X* # () vorausgesetzt wurde).
Wir haben dann

2

|2t — 2 2o ‘ - )\kig(xk) -z
lg(z*) ]l
k
k %2 g(ac ) k * 2
= ||z" -z 2 < ——= 2" — " > A1,
== eIk k

Aufgrund der Subgradientenungleichung und der speziellen Wahl der
Schrittweite haben wir

<g(ah),z" —a® >< f(a") = f(@*) = f* = f(2") = =X [|a(@")]] -

Damit ergibt sich
4 = < ok =P =200 40 = o - P - @210

Folglich ist {ka — x*H};il eine monoton fallende Folge. Also exi-
stiert limy_, sz —x* || und die Folge {xk}:;l ist beschrankt

(limg— 0 ka — z*|| = 0 148t sich generell nicht zeigen).
Durch Aufaddieren der Gleichungen (4.2.14) erhalten wir

DA< DIt = — [t )

2 2 2
= [l =27 < flat -2

Folglich ist
m L2
Z)\ﬁ < ||;131 —T || < 00,
k=1
d.h. limg_, oo Ax = 0, was nach Wahl der A\, bedeutet, daf3

) - f
li e . (] 4.2.15
A @l (4.2.15)

Da aber 2* € int domf = R”, so ist nach Folgerung 2.12 die Menge
Of (x*) kompakt. Aus der bereits bewiesenen Beschriinktheit der Fol-
ge {xk}zozl folgt dann aber, daf3 {Hg(xk)H} eine Beschrankte Folge
ist. Dann folgt aber aus (4.2.15), dal limy,_ o (f(z*) — f*) = 0. Der
erste Teil von Behauptung (i¢) gilt also auch unter (2.b).
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3. Nach dem bereits Bewiesenen ist {xk}]jil eine beschréinkte Folge. So-
mit enthélt sie eine konvergente Teilfolge {xki}:):l, d.h. es existiert ein
%, so daB Z = lim; .o, #*. Aufgrund der Stetigkeit von f haben wir
lim; .o, f(2*) = f(z). Da aber nach (2) f* = limj_o f(2*), so ist
f(@) = f*, d.h. die Teilfolge {9:’“} konvergiert gegen eine optimale Losung

x.

4. Wir betrachten noch den Fall X* = {z*}, d.h. X* sei einelementig. Nach
Teil (3) muB Z = z* sein, d.h. nach Teil (3) ist ||z* — Z|| — 0 bei i — oo.
Da aber nach Teil (2.b) die Folge {ka — :EH} monoton fallend ist, so mufl
auch ||xk — fH — 0 bei k — oo gelten, d.h. limy_, ¥ existiert und wir

haben limg_, o, 2" = Z.
O

Bemerkung. 1. Wir wollen den Fall diskutieren, dafl uns anstelle des exak-

ten Optimalwertes f* der Aufgabe (3.3.1) nur eine Schiitzung f bekannt
ist. Es werde (SGV) mit

f@*) - f

M= @]

durchgefiihrt.

Sollte wihrend des Verfahrens ein z* konstruiert werden, bei dem f(z*) <
f, so ist offensichtlich f* < f. Man setzte deshalb in diesem Fall f :=
f —e. Ist im Verlaufe der Realisierung des Verfahrens zu beobachten, daf
vermutlich f(z*) — f nicht gilt, so setze man f := f + ¢ (da vermutlich
>0

Sollte zu beobachten sein, daB ||g(z*)|| — oo, so liegt vermutlich ebenfalls
die Situation f* > f vor (die andere Situation hitte sich durch f(z*) < f
fiir ein 2* #Bern miissen). Man setze deshalb auch hier f := f + .

2. Wir wollen abschlielend noch zwei Aussagen zur Konvergenzgeschwindig-

keit machen, die zeigen, daf f(2*) — f* nicht langsame als ﬁ strebt.

Satz 4.8. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.7 gilt
lim inf VE(f(zF) = f*) = 0.

Beweis. Per Definition existiert liminfy_, .., denn so ist der Grenzwert der
monoton nichtwachsenden Folge {g;,} mit g = mini<;<; {Vi(f(z") — f*)} zu
betrachten.

Entgegen dem zu Beweisenden sei

lim inf VE(f(z*) — f*) #0.

k—oo
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Da f(z*) > f*, so ist dann liminfy, . VE(f(2*) — f*) > 0. Deshalb existieren
dann ein kg und ein a > 0, so daf

Wir haben dann

und damit
;O (f@) =) >a EOO E
k
k=kq k=kq

Im Beweis von Satz 4.7 haben wir gezeigt, dafl die H g(xk)H im Verfahren be-
schrankt bleiben. Folglich ist dann auch

Z

- Hg xk ||
Das aber bedeutet Z;oz ko )\% = 00, was im Widerspruch zur Aussage Zgozl )\i =

oo im Beweis von Satz 4.7 steht. O

Bemerkung. Fiir den Fall des sogenannten spitzen Minimums 148t sich
lineare Konvergenzgeschwindigkeit fiir das SGV mit Poljak’sche Schrittweite
beweisen (vgl. Satz 774.9).

Definition. Wenn ein « > 0 existiert, so dafl
f@) > f@) +ala—a| Vo € R,
dann heifit z* spitzer Minimumspunkt von f.

Bemerkung. 1. Im betrachteten Fall hat (3.3.1) offensichtlich die einele-
mentige Optimalmenge X* = {z*}.

2. Geometrisch bedeutet die Eigenschaft, dafl der Graph von f oberhalb des
Kegels mit der Gleichung z = « ||z — z*|| + f(z*) liegt.
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Satz 4.9. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.7 gelte
flx) > f(z") + a|z—2*|,Vz € R, (4.2.16)

wobei a > 0. Dann existiert zu der nach (SGV) erzeugten Folge {xk} ein ko
und ein g € [0,1), so daf§

a5+ — 2% ||* < g — 27| (4.2.17)

Beweis. Nach Teil (ii) von Satz 4.7 existiert limy_, o, 2% und es gilt z* =
limy,— o0 z¥.
Nach Teil (2) des Beweises von Satz 4.7 haben wir

12 %112 |2 f(mk)_f*
ka“—x H < ka—x H —\2 = Hg;k_m H _(W)Q.

Wie bereits mehrfach vermerkt ist {H g(xk)H }2021 beschrankt. Folglich existiert

ein C'; so dafl Hg(xk)H < C, Vk. Somit erhalten wir unter Benutzung der Eigen-
schaft (4.2.16)

2 et —a|

2 k) — f*
_f( ) .f _( C )2,

Hmk-s-l ot ( =

S

)2 < Hmk—x*

dh. |2t — 2 ||* < (1 (2)2) ||2F — 2|, Vk.
Da nach (4.2.16) ¢ > a > 0 sein muB, so ist 0 < ¢ = /1 — (&)? < 1 und die
Behauptung (4.2.17) ist fiir kg = 1 beweisen. O
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